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PREDGOVOR 


Već sam naslov ovog udžbenika: "PRIMIJENJENA TEORIJA 
VJEROJATNOSTI" prilično odredjuje njegov sadržaj. Osim toga udžbe- 
nik je namijenjen u prvom redu studentima tehničkih fakulteta, na- 
pose studentima elektrotehnike, koji iz više razloga uče u pretho- 
dnim matematičkim kolegijima osnove Booleove algebre. Takvo mate- 
matičko predznanje omogućava suvremeno uvodjenje u primijenjenu 
teoriju vjerojatnosti. Ovdje je za razliku od mnogih drugih knjiga 
i udžbenika iz istog područja konačno naglašena riječ "primijenje- 
na", jer se čista teorija vjerojatnosti u današnjoj terminologiji 
može nazvati teorijom normirane, prebrojivo aditivne, nenegativne 
mjere na 6 -algebri, pa stoga pripada teoriji mjere. Znanje samo 


očiste teorije vjerojatnosti ne omogućava praktičnu primjenu te te- 


orije u konkretnim problemima! Medjutim, nepoznavanje ove teorije 
dovodi do šabloniziranja problema, nerazumijevanja suštine i stva- 
ra osjećaj nesigurnosti pri rješavanju problema! Takvo mišljenje 
zastupaju i najpoznatiji stručnjaci iz ovog područja. Prvi dio 
ovog udžbenika obradjuje fundiranje teorije vjerojatnosti približ- 
no onako kako je to predložio osnivač suvremene teorije vjerojat- 
nosti A.N. Kolmogorov u jednom svom neobjavljenom rukopisu, po ko- 
jemu je B.V. Gnedenko napisao prvo poglavlje u svojoj knjizi C]. 


Već površnim listanjem nije teško zaključiti da je naj- 
veća pažnja posvećena primjerima, u ovom Prvom dijelu ima ih 36, 
koji su pomno odabrani iz najboljih u svijetu poznatih udžbenika 
i detaljno raspravljeni. Primijenjena teorija vjerojatnosti može 
se dobro naučiti samo rješavanjem takvih i njima sličnih primjera. 
U Drugom dijelu ovog udžbenika bit će obradjene slučajne veličine, 
a u Trećem dijelu osnovi matematičke statistike. Ova posljednja 
dva dijela udžbenika zahtijevaju upotrebu statističkih tabela, me- 
djutim, da bi studentima bile čim prije na raspolaganju, ove tabe- 
le priključene su Prvom dijelu. 


II 


Tamo gdje završava tekst definicije, dokaz teorema ili 
tekst primjera stavljena je oznaka NN. Ipak valja reći da je ta 
oznaka uvedena najviše radi označavanja. završetka diskusije u 
primjerima, koji nije uvijek posve evidentan iz teksta. 


Cilj ovog udžbenika nije samo osposobljavanje studena- 
ta da u svojoj kasnijoj praksi primjenjuju teoriju vjerojatnosti, 
nego im daje osnovno predznanje za razumijevanje jedne suvremeni- 
je slike svijeta, koja se još nalazi u burnom razvoju. 


Ovaj udžbenik mogao bi se smatrati tek projektom jednog 
cjelovitijeg udžbenika iz teorije vjerojatnosti, pa su moguća mno- 
ga poboljšanja. Autor će sa zahvalnošću razmotriti svaki prijedlog 
podnesen u tom smislu. Primjedbe se mogu slati na adresu: 


ELEKTROTEHNIČKI FAKULTET, 41001 ZAGREB, P.P. 170. 


Zagreb, 1. studenog 1974. 
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Uvod 


Promatrajući prirodu u kojoj živi, čovjek je nedvojbeno prvo 
spoznao zakonitosti ovakve vrsti: ako golom rukom uhvati užareni 
kamen, opeći će se; ako se neoprezno kreće po krošnji drveta i 
omakne se, past će na zemlju; ako padne u vodu, smočit će se; 
poslije noći dolazi dan, a poslije dana dolazi noć, Sve su to 
primjeri tzv. determinističke zakoni i, dakako kvalitativnog 
karaktera, Kad je čovjek naučio primjenjivati matematiku, mnoge 
determinističke prirodne zakone uspio je izraziti u matematičkom 
obliku. Točnije, stvorio je jedan deterministički fizikalni model 
promatrane pojave, na koji je mogao primijeniti postojeći mate=- 
matički aparat, Nesumjivi vrhunci takvog pristupa spoznavanju pri- 
rode bili su i ostali Newtonova mehanika i Einsteinova teorija re- 
lativnosti, Interesantno je i poučno čuti kojim riječima Laplace 
iznosi svoje determinističko shvaćanje prirode baš u djelu "Esej 
o filozofiji teorije vjerojatnosti" (Essai philosophique sur les 
probabilitćs, Paris 1814): "Sve pojave, čak i one koje po svojoj 
beznačajnosti kao da ne zavise od velikih zakona prirode, poslje- 
dice su tih zakona, jednako neizbježne kao okretanje Sunca, «.eo 
Na taj način moramo smatrati sadašnje stanje svemira kao poslje=' 
dicu njegovog prethodnog stanja i kao uzrok budućeg. Razum, kojemu 


bi u odredjenom trenutku bile poznate sve sile što pokreću priro= 








du i relativni položaji svih njezinih sastavnih dijelova, i ako 














bi pored toga on bio dovoljno razvijen da može podvrći sve te po- 





datke analizi, obuhvatio bi jednom formulom istovremeno kretanja 





najvećih tijela svemira i najlakših atoma; ne bi ostalo ništa što 





bi za njega bilo nesigurno, i budućnost kao i prošlost pojavili bi 
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se pred njegovim pogledom," 


Cjelokupni razvoj života,kulture i civilizacije djelovao je 

u tom smislu, da se nastojalo ukloniti uticaj slučajnih dogadjaja 
iz Života do najveće moguće mjere. Stoga je intuitivni pojam o 
slučajnom dogadjaju kod većine ljudi vrilično maglovit. U običnom 
govoru pod, slučajnim dogadjajem razumijevamo nešto, što se samo 
vrlo rijetko zbiva, Zaista, češće čujemo frazu "nesretni slučaj" 
nego "sretni slučaj", Unatoč svemu tome, pas spoznaje > BođEssa= 
nju zakonitosti i medju slučajnim pojavama stare su bar 1000 godi- 
na, U grobnicama faraona nadjene su kocke za igru dviju vrsti: 
"poštene" i s namjerno, pomaknutim težištem, I prvi pokušaji primj- 
ene matematičkih metoda na proučavanje slučajnih dogadjaja vezani. 
su uz igre na sreću, Tako je talijanski matematičar, franjevački 
.redđovnik, Luca Pacioli(1445.-1514.) u svojoj knjizi "Summa de 
Arithmetica ..0"(1494) proučavao jedan problem koji bi pripadao 
teoriji vjerojatnosti, ali ga je pogrešno riješio, Spomenuta knji= 
ga jedna je od prvih tiskanih knjiga iz područja matematike. Za 
razliku od Paciolia, H, Cardano (1501.-1576.) i G. Galilei (1564. 
-1642.) uspješno su riješili neke posebne probleme iz teorije vje- 
rojatnosti. Ipak uzimaju da se teorija vjerojatnosti počela razvi- 
jati kao samostalna nauka 1654. god., kad je na poticaj jednog: 
francuskog plemića, zainteresiranog za hazardne€ dra; započela 
razmjena pisama izmedju B, Pascala (1623,-1662.) i P. Fermata 
(1601.-1665.). Saznavši "za sadržaj ove korespondencije, holenđski 
fizičar; matematičar A astronom Chrtstžiaan Huygens (1629-1695. ) 

i s4m je počeo raditi na stvaranju nove nauke, te napisao prvu 
objavljenu raspravu iz teorije vjerojatnosti: "O proračunima kod 
igara na sreću" (De ratiociniis in ludo aleae(1657)). Huygens je 
medju prvima naslutio da doseg ove nauke ide znatno dalje od pro- 


učavanja hazardnih igara, Ovo Huygensovo djelo izvršilo je veliki 
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uticaj na vrlo plodnog FriSerskog matematičara Jakoba Bernoullia 
(1654.-1705.), koji je teoriji vjerojatnosti posvetio svoj najva- 
žniji rad: "Vještina naslućivanja"(Ars conjectandi), objavljen tek 
1713.g0đ., nakon njegove smrti, Do Bernoullija matematički dine. 
teorije vjerojatnosti bio je vrlo oskudan, tako da su se nosti 
rješavati nada problemi vezani s igrama na sreću, 
demografijom i populacijom, To nije neobično, jer sama matematika, 
a i druge prirodne znanosti do tog vremena još nisu bile dovoljno 
razvijene..J. Bernoulli već je raspolagao značajnim aparatom mate- 
matičke analize, a isto tako i njegov suvremenik, francuski mate- 
matičar Abraham De Moivre (1667.-1754.), koji je svoje osnovne do- 
prinose dao baš u teoriji vjerojatnosti, Spomenimo da je De Moivre 
u svom radu od 1733.god. Pm aore binomne razdiobe po- 
moću normalne razdiobe (u današnjoj terminologiji). Snašne anaitd“ 
ičke metode u teoriji vjerojatnosti dalje su razvijali P.S, ponad 
(1749.-1827.), K.F. Gauss (1777.-1855.), S.D. Poiseon(1781,-1840.). 
Do ovog vremena mjerenja u fizici već su postala toliko značajna, 
da se teorija vjerojatnosti primjenjuje u teoriji pogrešaka proma- 
tranja. Daljnje primjene teorija vjerojatnosti nalazi u teoriji ga- 
djanja iu raznim problemima statistike, Spomenuti matematičari 
18. i 19, stoljeća već se intenzivno koriste pojmom slučajne veli- 
čine - pojmom koji se počeo formirati već u Huygensovom djelu, 
Iako se razvoj teorije vjerojatnosti i matematičke statistike“ 
u Zapadnoj Evropi ne prekida, gdje se ovom teorijom intenzivno ba- 
ve i takvi matematičari kao što je bio Henri Poincarć (1854.-1912), 
zatim britanski statističar Karl Pearson (1857.-1936.), ipak cent- 
ar razvoja prelazi u Rusiju, gdje Pafnutil L“vovič Čebyšev (1821.- 
1894.) dolazi do važnog poopćenja Bernoullijevog "zakona velikih 
brojeva", uvodi metodu momenata, izvodi "centralni granični teorem" 


Za nezavisne slučajne veličine, te uspijeva zainteresirati za ovo 


PI STATISTIKA - (states = slanje. nauka koje. prvučava bohčrns ke. 
oo neiitama suite, Goslakos. ora riva se 


roi aa I E earn 
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u S Uk š 
nepopastilji , por, 


ukočen nčumoljiv, =4- : 
f dn: a >> 3 [bd - K —_ 
GESTOM — Ermjenicae očcvdna ŠA ČALIĆ, osnovna neceko boje se ne oveEc elo 
ookezeh", Aj ne frau dola ze [EF re nepsrircčelpjo 2192 
upsTve bfen -miza on Ne Torem j koji ge moše samo 2ženisljah a nae skast ; 
područje svoje najdarovitije učenike A.A. Markova (1856.-1922.) i 


A.M, Ljapunova (1857.-1918.). Markov je uveo naročite lance slu- 

čajnih veličina koji se danas nazivaju "markovskim lancima", a 
—— ia ena 

imaju značajnu primjenu u nauci i tehnici, Ljapunov je uvodeći 


metodu "karakterističnih funkcija" dobio vrlo općenitu formulaciju 





oo. 








"centralnog graničnog teorema", koji zbog toga danas nosi njegovo 





ime. 

Prva značajnija primjena teorije vjerojatnosti u fizici ostva- 
rila se u Pinetiškoj (molekularnoj) teoriji plinova, Iako osnivaš- 
em ove teorije (1738.) smatraju Daniela Bernoullija (1700.=-1782.), 
prve važnije rezultate u tom području primjenom statističkih meto- 
da dobio je britanski fizičar i matematičar J.C. Maxwell (1831.= 
1879.) u periodu od 1860. do 1868.god.. Od tih rezultata spomeni- 
mo njegov zakon o razdiobi brzina molekula plina (dokaz nije bio 
bez prigovora, pa je kasnije Boltzmann isveo zigorozni dokaz), 

Uvjete pod kojima se dalje razvijala teorija vjerojatnosti 
možda najljepše opisuje madžsrski matematičar Alfrćda Rćnyi u svo- 
joj knjižici: "Pisma o vjerojatnosti" (Levelek a valćsziniisćgrči, 
Budapest 1969., postoji ruski prijevod). "4.. Stanje se bitno iz- 

mijenilo u 19. stoljeću, kad su se sama matematika i pojam matema- 
tičke strogosti znatno izmijenili; pojavilo ge suvremeno shvaćanje 
matematike i njezinog odnosa prema stvarnosti, U skladu s tim pre- 
dodžbama, svaka grana matematike mora biti zasnovana dkedonstuki 
apstrahirana od njezinog stvarnog porijekla; ona se mora razvijati 


— 
kao zatvorena u sebi i logički neprotuslovna teorija, u kojoj os= 


novne pojmove nije moguće (a nije ni potrebno) definirati i pri- 
< : (>) 
davati im bilo kakav vanjski sadržaj osim onoga koji je već impli=- 


cite sadržan u aksiomima, Matematička teorija, sagradjena na ova- 





kav aksiomatski način, može biti upotrijebljena kao apstraktni mo- 

del stvarnosti koja nas okružuje, Dosljedna provedba ove koncepcije 
psdrahirad' — namjerno ispastenje Fakwida ansga 330 fErečema sporedna 
mp lFate — radržtano «nečemu, rh re pudera tumjews, a nipPS(ZzkdAbk rećena 
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jd Zakoni me j;aoblicims 
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LOG IKA —(ra-zum, in ishjenje (PrAJUČt ješnje = 19705) .nanka o PINE prža ir is) egfe 

u život preobrazila je matematiku i poslužila je ishodištem njezi- 

nog suvremenog bujnog procvata, Razvoj teorije Skupova, teorije 


funkcija realne i kompleksne varijable,“ topologije, suvremene aE' 





gebre i funkcionalne analize, pojava matematičke slika, sve. to je 
korjenito izmijenilo lice suvremene matematike, Objašnjenje prin- 
cipijelnih pitanja matematike dalo je snažan impuls njezinoj prim- 
jeni u različitim područjima Prirodnih i društvenih znanosti, 
Teorija vjerojatnosti stajala je začudjujuće dugo po strani od 
naznačenog' grandioznog preuredjenja, sve do prvih desetljeća dva- 
desetog stoljeća, I bez obzira na to što je u 19, stoljeću teorija 
vjerojatnosti obogaćena novim smjerovima istraživanja, a njezine 
praktičke primjene u prirodnim i društvenim znanostima i u gospo- 


darstvu stekle fundamentalni značaj, u području zasnivanja teorije 
vjerojatnosti ozbiljnog napretka nije bilo, To je dovelo do toga, 
da većina matematičara još u početku ovog stoljeća nije priznavala 
teoriju vjerojatnosti ravnopravnim i organskim dijelom matematike; 
oni su je smatrali naukom sumjive vrijednosti, koja se nalazi ne- 
gdje izmedju matematike i fizike ili datenittka i filozofije," 
Prvi stvarni pokušaj aksiomatiziranja teorije vjerojatnosti 

objavio je 1917.god, ruski matematičar S,N, Bernštefn (1880,-1968.) 
i nedugo zatim, 1319.god,, njemački matematičar R, von Mises (1883. 
-1958.). Ovaj Posljednji zajedno sa britanskim statističarem Ro 


Fisherom (1890.- ) zastupao je fundiranje vjerojatnosti na osnovi X 

ompiričkih i statističkih pojmova, m me go se oslanja gsm 
U okviru teorije realnih funkcija razvio je francuski matema- 

tičar Henri Lebesgue (1875.-1941.) početkom ovog stoljeća teoriju 

mjere, Već je Šmil Borel (1871.-1956.) naslućivao da postoji veza 

izmedju vjerojatnosti i Lebesgueove mjere, a slične ideje iznosili 

Su još neki matematičari, Ipak, u definitivnom i najprihvatljivi- 


Jem obliku aksiomatsku teoriju vjerojatnosti postavio je 1933.god. 
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Sovjetski matematičar Andrei Nikolajević Kolmogorov (1903.- )e 
U to vrijeme je dakle teorija vjerojatnosti postala definitivno 
granom matematike, No istovremeno su njezine primjene postajale 
sve značajnije i tako dovele do formiranja mnogih ogranaka teorije 


vjerojatnosti. Medju njima spomenimo matematičku statistiku, teo- 
e, jj 


riju slučajnih procesa, teoriju informacija, teoriju pouzdanosti, 
teoriju masovnog posluživanja. Sve su to discipline koje. 8e danas 
razvijaju gotovo eksponencijalnom brzinom, 
Od matematičara koji su sužannkošni ji za suvremeni razvoj ovih 
1 
teorija moramo svomenuti još A, Hinčina (1894.-1959,.), koji je dao 
veliki doprinos naročito proučavanju slučajnih procesa, U SAD pre- 


težno se bave matematičkom Statistikom, teorijom. slučajnih Prosesa 


i teorijom informacija. Tamo djeluje jedan od najpoznatijih današ- 


njih statističara J, Neyman; na području teorije slučajnih procesa 
Lei E 
velike doprinose dao je J.L. Doob; teorija informacija zasnovana 


je radom "A Mathematical Theory of Communication" (1948) C.E. 


Shannona, U SAD djelovao je od 1939.god, pa do svoje smrti na po- 


dručju teorije vjerojatnosti i stekao ovće priznanje \lilliam Feller, 


(1906.-1970.), rodom Zagrepčanin i student Zagrebačkog filozofskog 
fakulteta. Mnogi smatraju da je Feller jedan od najvećih matemati- 
čara našeg porijekla, 

Već sA4m povijesni razvoj teorije vjerojatnosti imogo govori o 
toj nauci. Euklidska geometrija i elementarna teorija brojeva po- 
čele su se razvijati prije više tisuća godina, pa iako i danas ne- 
ki od problema iz ovih teorija mogu biti vrlo teški pa možda i 
nerješivi (u izvjesnom smislu), njihova formulacija je obično ra- 


zumljiva čak i ljudima koji se ne bave matematikom, Što se neka 
a ne E e 3 


teorija kasnije počela razvijati, to je njezino razumijevanje opće- 


nito teže, Iz područja teorije vjerojatnosti čak je teško dati i 
o 


jednostavniji ozbiljni primjer, razumljiv čovjeku koji se tim 


“Pomno i re WT dah TCEAhn AE et Pu oJET Pe 


pojavama ix A Pee Rk, gocio(sg if ki brologiji ž 
|EB9oS + zbrka, mefet,dar-mer, nered, sie: hre ber /babia P2c 


kbps ničav — be2 reda ctbr ben, nobre kan : re strajen ,nesreden 


područjem nije bavio i nema veće predznanje iz matematičke analize, 


Ipak ćemo pokušati dati nekoliko primjera vjerojatnosne (ili sto- 
A S P_i 


hastičke) zakonitosti, Ako se veliki broj puta na sreću baca nov- 


čić, koji se zaustavlja na horizontalnoj ploči, brojevi ispadanja 
grba odnosno pisma bit će nedjusohno približno jednaki, U jednoj 
većoj državi u svakom od nekoliko vremenskih razdoblja bilo je no- 
vorodjene muške djece 51,2%, Tri puta se na slušejni našim bacaju 
po tri idealne kocke za igru i promatra se koji brojevi ispadaju 
na gornjim stranicama kocaka; vjerojatnost da na svim kockama u 
sva.tri bacanja ispadnu šestice iznosi 1/6? = 1/10077696 £ 0,99229, 
o. 

Najvažnije primjene teorija vjerojatnosti danas nalazi u fi- 
zici ("statistička fizika", "kvantna statistika", itd.), u tehnici 
(teorija slučajnih procesa, teorija informacija, teorija nasataoke 
posluživanja, teorija pouzdanosti, matematička statistika, kontrola 
kvaliteta proizvodnje, itd, "i u kibernetici, gospodarstvu, u voj= 

=> 


nim djelatnostima, biologiji, medicini, lingvistici, pri proučava- 


—__ ———— 





nju demografije, populacije, osiguranja, i uopće u svim istrašiva- 
njima u kojima se proučavaju pojave masovnog karaktera, U najno- 
vije vrijeme teoriju vjerojatnosti počeli su primjenjivati i u 
samoj matematici = u teoriji brojeva, Ovdje su od interesa jedino 
primjene u tehnici i fizici. Ni jedan ozbiljniji primjer iz tih 
područja ne može biti detaljno objašnjen u jednom ovakvom uvodu! 
Možda je najlakše razumjeti neke posljedice koje proizlaze iz pri- 
mjene statističkih metoda u molekularnoj teoriji plinova, 

prrsovi ne materiju zamišljamo kao veliko mnoštvo molekula koje 


\z) 
Se nalaze u stalnom kaotačićn kretanju, pri čemu se molekule suda- 





raju medjusobno i sa stijenkama posude, ako se plin nalazi u posu- 
a s . ri . ' 
1. U jednom molu plina ima NA _ 6,02+1023 molekula - to je Avoga- 


drov broj, Ako bismo htjeli ponašanje plina u jednom molu prouča- 


-B=- 


vati metodama klasične mehanike, trebalo bi za svaku molekulu po- 
staviti po tri diferencijalne jednadžbe (gihanje molekula vrši se 
u trodimenzionalnom prostoru), dakle trebalo bi rješavati sistem 
od 3Na diferencijalnih jednadžbi, i za svih NA molekula trebalo bi 
znati početne uvjete (početne položaje i početne brzine) u jednom 
odredjenom tvenutku, Jasno je da se ovim putem ne može ići. Primj- 
enjujući metode teorije vjerojatnosti Maxwell je došao do slijede- 


ćeg rezultata: 


2 2 
Aa daje 


n Var o? 


gdje je n broj molekula u 4em?, An broj molekula u 1em? kojih se 





Av, 


brzine po apsolutnoj vrijednosti nalaze u intervalu (v, v+ Av), 
= (2km/m)t/2, k (Boltzmannova) konstanta, T apsolutna temperatu> 


ra, m masa molekule. Ovaj zakon se naziva razdiobom molekula po 
soo A M ak odn de sita zač sri s oj the 


a m 


brzinama u idealnom plinu, Iz njega se mogu izvesti mnoge poslje= 
dice, Jedna od njih je na primjer Boyle-Mariotteov i Gay-Lussacov 
zakon: pV = RT, gdje je p pritisak, V volumen jednog mola plina, 

a za plinsku konstantu R pokazuje se da vrijedi R = kN, + Sa dalj- 


njim opisivanjem raznih rezultata ne moramo nastaviti. Valja samo 


= 


primijetiti da se stohastičkim metodama dolazi zapravo do de 


ter- 





minističkih zakonito 


< omniiinisnmgo  ro 


sti mjerenja i opažanja uvijek svrstavamo medju determinističke 





zakonitosti iz praktičnih razloga. Pojmovi kao što su tlak 
plina, difuzija i osmoza, bitno su vezani uz molekularnu interpre- 
taciju plinova, Neke pojave naprosto možemo opažati samo kod dovo- 
ljno velikog mnoštva stanovitih objekata, dok za pojedine objekte 
tog mnoštva o ovim pojavama ne može biti govora, To znači da sto- 
hastičke metode proučavanja nisu prihvatljive samo zato, što za 


primjenu drugih metoda nemamo dovoljno podataka, nego su najčešće 


stohastičke metode jedine primjenjive metode za odredjeno podru- 
čje promatranja. Mnogi fizičari, a medju njima i poznati njemački 
fizičar W, Heisenberg, drže da su svi prirodni zakoni stohastičkog 
karaktera. K tome se može dodati da je sve naše znanje, kultura i 
civilizacija, rezultat djelovanja velikog broja ljudi (i živih 
bića u širem smislu), pa sve ovo nasljedje nosi stohastički karak- 
ter. 

Nije stoga neshvatljiva šala, kojom je započeo svoje predavanje 
pred Moskovskim matematičkim društvom američki matematičar Joseph 
L. Doob: "Svim stručnjacima iz teorije vjerojatnosti dobro je poz- 
nato, da je matematika samo jedan dio teorije vjerojatnosti," 

Dakako, daljnjim razvojem nauke doći će se do mnogih novih sa- 
znanja, ali bez bojazni da ćemo pogriješiti mm. reći: teorija 


vjerojatnosti stoji na izvorima ljudske spoznaje, 
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1. Pojam vjerojatnosti 


1.1. Sigurni, nemogući i slučajni dogadjaji ' Slučajni dogadjaj, sam. Po sebi, ne daje nam mnogo podataka o. 
del. Sigurni, nemogući 1 slucajni dogadjaji 
m pojavi s kojom je u vezi, Ako je posljedica sloga uvjeta s slučaj 


















































Osnovni zadatak nauke je da otkriva zakonitosti u prirodi, ni i dogadjaj A, to to naprosto znači da \ taj slog uvjeta ne sadrži sve 
jdrlstht dir uda neo konta: podijeliti u dvije kategorije: jedne : uvjete za sigurno ostvarenje dogadjaja A, 
npr daka. sasuajušeo ili vjerojatnosne. . Deter- | Realizaciju sloga uvjeta S. nazvat ćemo eksperimentom, Teorija // 
Meng najčešće se izražava ovako: vjerojatnosti primjenjuje se samo na one eksperimente, koji se mogu 
Pri svakoj realizaciji sloga uvjeta S pekara se dogadjaj A. ponoviti neograničeni broj puta. To znači da se pripadni slog uvje- 
Objasnimo tu shemu sa nekoliko dobro poznatih primjera, ta S može realizirati neograničeni broj puta, te da se pri svakoj 
Ako se na naponski generator elektromotorne sile 1V i unutar- realizaciji zaista radi o točno jednakom slogu uvjeta G , Naravno 
njeg otpora 600 S? priključi otpor veličine 400 St (to je slog da ovaj zahtjev ima samo teoretski značaj, to je neophodna ideali- 
uvjeta G ), kroz taj krug teći će struja veličine ImA (to je doga- zacija realne stvarnosti, Neka je posljedica realizacije sloga uv- 
ages $ + . Ž jeta S, neki dogadjaj A, koji se može. ali ne mora ostvariti, Fret- 
Ako ge u zrakopraznom prostoru više predmeta različite stežine postavimo da smo slog uvjeta € realizirali R puše, g. pripadni 
pusti da slobodno pada polazeći od iste visine (slog uvjeta o ), eksperiment ponovili n puta, pri čemu se m puta ostvario dogadjaj 
svi će ti predmeti u svakom trenutku imati jednake brzine (dogadjaj Ae Postoji mnoštvo. raznovrsnih Sksperimenata za koje će saka dobi- 
ž i | veni Moer nja vrlo rijetko značajnije odstupati od | nekog broja D, 
Kod proizvoljne kemijske reakcije, dobro izolirane od okoline karakterističnog za odredjeni oimpeni meti, ako je samo banog n do- > 
(slog uvjeta & ), ukupna količina materije ostaje nepromijenjena jo velik, Za. takve eksperimente ne samo da možemo utvrditi da 


(a ajaj A) su im ishodi. Hločajni dogadjaji, nego možemo tim m dogadjajima pri- 
(doga . —— m a __ a 


ki .2 sa 2 s C1 a slo dene = : 
mmm) odredjene brojeve kao njeru njihove ostvarivosti, Tu mjeru 
uyjeta 6 , naziva se sigurnim dogadjajem. Do a koji se ne ostva- ostv 3 nn 


ča inog dogadjaja A nazivamo vjerojatnošću, pa znma- 
i pri jednoj realizaciji sloga uvjeta 6 naziva se nemogućim čenje tog pojma možemo opisati izrekom: a 

ruje ni pri jednoj realizaciji sloga uvjeta O naziva se nemogućim da 
dogadj m. Ako se neki dogadjaj pri realizaciji sloga uvjeta s Vjerojatnost da se pri realizaciji. sloga uvjeta s _ostvari .Slu- 
ogadjaje , Bio: so neki dogaljaj pri reslizgo iji sloga uje o Ba čak aan“ a te 


može ostvariti ili neostvariti, nazivamo ga slučajnim dogadjajem. čajni dogadjaj A jednaka je Pp. 
.— —— RA A SA = o. s 





Vid da se deterministička zakonitost o i i ne Zakonitosti izražene na ovaj način nazivamo stohastičkim. Raz- 
gaašić da deterministička zakonitost odnosi samo na _sigur -——————— “72 2ene na ovaj način nazivamo stohastički: 


ž še dogadjaje, Naime, ako je obzirom na slog uvjeta S neki motrimo nekoliko primjera da bismo bolje razumjeli ovakvu vrstu 
i nemoguće dogadjaje, , 





dogadjaj A nemoguć, tada je obzirom na isti slog uvjeta suprotni Zakonitosti, 
"A ge ne ostvaruje") siguran. » Primjer 1. Jednakostrani stožac (tj. stožac čiji je osni pras= 


dogadjaj K (tj. dogadjaj: 
oJek jednakostrani trokut) načinjen od homogenog materijala, .na slu- 


čajni način pada na horizontalnu ploču. Ovdje "slučajni način" 


sTo 


znači da smo stožac bacili u zrak te da je on izvodio vrlo složeno 
rotaciono i translatorno gibanje dok se nije zaustavio na horizoni- 
alnoj ploči, Sve ove, a i mnoge druge vretvostavke, svadale bi u 


slog uvjeta & » kojim je definiran eksperiment "bacanja stošca", 
Eo o 


ra gs 





Tu bi dakako trebalo ovretpostaviti da pri bacanju stošca on dobiva 
slučajnu početnu energiju, da je horizontalna vloča homogena, te 
da ima vosve odredjenu karakteristiku što se tiče vrste sraza stoš- 
ca i te ploče. S nabrajanjem ovakvih uvjeta mogli bismo ići vrlo 
daleko, što pokazuje da je slog uvjeta O praktički gotovo nemogu- 


će točno definirati. Jasno je da postoje dva moguća ishoda ovog eks- 


ns 





perimenta: stožac se može zaustaviti na vloči tako da bazom dodiruje 


ploču - neka to bude dogadjaj B, ili da ploču dodiruje vo jednoj 





gadjaj I slučajni su dogadjaji. Ako bismo slogu uvjeta GS dodali 


pretvostavku da se pri sudaru stošca i ploče radi o neelastičnom 
srazu, tada bi vjerojatnost dogadjaja B iznosila približno P(B)=0,446 
a vjerojatnost dogadjaja I približno #(1)=0,554, Do ovih vjerojatno- 


sti može se doći bilo eksverimentalnim putem, bilo nekim analitički 
kin gn SZE s . KK 


raznatranjinma.. šanu egzis 


kao što to ni u buduće ne ćemo činiti, Do uvjerenj 
male M M. m Ri O dj 8 sh m 


“4 








tenciju vjerojatnosti ovdje ne dokazujemo, 









a da vjerojatnost 


= 


sadjaja postoji dolazimo. intuitivno, na osnovu 


na 









nekog slučajnog di: 





iskustva. Pri tome je dakako neophodno da eksverinent možemo vonovi- 
ui ano sri < o. 





ti realiziravši svaki put točno jedan te isti slog uvjeta & tt 
saepe 1. g m nI 








ovom primjeru to je bar teoretski moguće, Ako bismo 1000 puta ponovi- 
li eksveriment "bacanja stošca", dogadjaj B ostvario bi se vribližno 
446 puta, a dogadjaj I približno 554 vuta.M 

Primjer 2. FPFromatrajmo atom radija u vrenenskom intervalu od + 
godina, uz pretvostavku da nije izložen bombardiranju brzim česti- 
cama. Time je odredjen slog uvjeta GS .Dogadjaj A sastoji se u tome 


NN TT. -_o'oAo“oA_A'_A—_Bamananam ooo O a ANA _———aaaaaa 
da se oromatrani atom radija u vremenu od t godina raspao. Eksperi- 
> 





nad 


M1! pokazuju da je dogačjaj A slučajni dogadjaj kojemu je moguće 


“7 tj a 
pridružiti vjerojatnost 
' PA) 21 e-0, 0004364 

Medjutim postoji stanovita razlika izmedju shvaćanja stohastičke 
zakonitosti u Prinjeru 1 i u Primjeru 2. Dok je u Primjeru 1 bar 
teoretski bilo moguće vripadni slog uvjeta G ponoviti neograničeni 
broj puta, dotle je u Primjeru 2 to,strogo govoreći nemoguće. kks- 
periment raspadanja atoma radija mi ne možemo neograničeni broj 
puta ponoviti s jednim te istim atomom, Mi možemo načiniti ili se- 
riju istovrsnih eksperimenata ali sa različitim atomima radija, ili 


istovremeno kroz vrijeme od + godina promatrati mnoštvo atoma radija, 


2 


uvjeta GS u ovom vrimjeru ne može realizirati više vuta, mi ekspe- 
rimentalno nadjeni rezultat priznajemo za stohastičku zakonitost uz 
pretpostavku da atome radija ni vo čemu ne možemo individualno raz- 


likovati. Većina primjena teorije vjerojatnosti u vrirodnim naukama 


pa odrediti koji dio ukupnog broja atoma se raspao. Iako se slog 





zahtijeva slično odstupanje od strogih definicija. A 

Primjer 3. Pogledajmo što možemo reći o izreci: 

"U Zagrebu 1. travnja 2000. godine ne će padati snijeg." 

U običnom govoru mi bismo rekli da je ta tvrdnja vjerojatno 
istinita, te da se tu radi o slučajnom dogadjaju, jer tog dana u 
Zagrebu može padati ili ne padati snijeg. Izrečena tvrdnja ima zna- 


ina, 


prije slučajnog dogadjaja A koji se može ostvariti ili ne ostvariti, 


ni 


A Što je slog mje E a mraž dlašejai dogadjaj? Njega je vrlo 


teško definirati, ali je jasno da se taj slog uvjeta najviše jednom 











može realizirati, i to (možda) izvan dosega naše volje. Budući da 

Se ovaj slog uvjeta G ne može više puta realizirati, pripadni slu- 
čajni dogadjaj A uopće se ne proučava u okviru teorije vjerojatno- 
Sti. Dakako, mogli bi se pogledati statistički podaci o tome da li 


je ikad prošlih godina 1. travnja u Zagrebu padao snijeg, pa na 
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temelju tih podataka dobiti neku numeričku mjeru o mogućnosti da 1, 
travnja 2000. godine u Zagrebu vada snijeg. No taj rezultat bi pri- 
padao području statistike. Jasno je da će poslije 1. travnja 2000, 

godine dogadjaj A prestati da bude slučajni dogadjaj. Sličnog kara- 
ktera su i slučajni dogadjaji kao što je na primjer ovaj: "Sutra će 
svanuti novi dan", Iako u običnom govoru možemo reći da je to prak- 


tički sigurni dogadjaj, on ne privada području teorije vjerojatnosti) 


1.2. Slučajni dogadjaji 


Neka je zadan odredjeni slog uvjeta 6 . Promatramo klasu S doga- 
jp SA 


renne bo Grom 


djaja A, A, B, 0, +.., Od kojih se svaki ostvaru 





je. ili ne ostvaruje pri 


realiz 





aciji sloga uvjeta 6 . Razmotrimo veze koje mogu postojati 


medju dogadjajima iz klase Se 





Isto značenje ima i relacija BO AX 


Primjer 4. Neka se slog uvjeta G sastoji u tome da se (idealna, 
homogena) kocka jednokratno baci na horizontalnu ploču. Promatramo 
ove slučajne dogadjaje: 

A: ispala je šestica; C: ispao je parni broj; 

B: ispala je trojka; D: ispao je broj djeljiv sa tri. 
Tada je jasno da vrijede relacije 

BC D.M 


AC CO AC DD, 


Definicija 2, dan dogadjaj A povlači dogadjaj 3B, a takodjer B 





povlači A, kažemo da eu dogadjaji A i B ekvivalentni i pišeno 

jA = B]- 
Drugim riječima to znači da se pri svakoj realizaciji sloga uvjeta 
(9 dogadjaji A i B ili istovremeno ostvaruju ili istovremeno ne 


ostvaruju. Dogadjaji A i B ne moraju biti identični!M 


fi =15- 


Definicija 3. Dogadjaj C koji se ostvaruje onda i samo onda kada 
AAE SRE EI A E ED jd pj eni dosa žila 


ge ostvaruje i dogadjaj A i dogadjaj B nazivamo produktom dogadjaja 


AiBi pišemo 


= AB. 


Za dogadjaj C postoje i druge onike: C=A NB; C=A 1B; CA AB. 
Primjer 2. Uz oznake navedene u Primjeru 4, nalazimo da je 

OD = A. Ovdje smo dakako primijenili i Definiciju 2. M 
Definicija 4. Dogadjaj C koji se ostvaruje onda i samo onda kad 


_—_ 


se Potvaruje ila Zi. ili dogadjaj Bili oba, nazivamo zbrojem 


KR mn 











—_—— 


= C=A+B, ' 
Možemo i ovako reći: C se ostvaruje kad se ostvaruje bar jedan od 
dogadjaja A 1B. Za zbroj dogadjaja postoje i druge oznake: C=AUB; 
C=A ili B; C=AVB.M 


Primjer 6. Uz oznake iz Primjera 4 nalazimo da je A + B =D 





Definicija 5. DPogadjaj nazivamo sigurnim ako se on obavezno ost- 
———————— nr... 


varuje pri svakoj realizaciji sloga uvjeta 6. Budući da su svi si- 
a 





gurni dogadjaji medjusobno ekvivalentni,. možemo ih označavati jednim 


simbolom, na primjer U, Ponekad se sigurni dogad aj označava sa 62, 
a ntojoć an E nv Satan 


Dogadjaj nazivamo nemogući ako se on ne ostvaruje ni kod jedne 
realizacije sloga uvjeta G. Svi nemo ući dogadjaji medjusobno su 
Mmmm 


gkvivalentni, pa ih sve označavamo mLovom V. Ponekad se nemogući. do- 














gadjaj označava sa f. .. je ri bilo koji dogadjaj, intuitivno je 
jasno da moraju vrijediti relacije: A + U = U; AU = AJA +Vs=aA; 


AV =vM 


Definicija 9. Svakom dogadjaju A može se pridružiti guprolni L suprotni ili 


komplementarni do adjaj A, koji se ostvaruje onda išemo e onda: kad. se 
omplementarni dogadjaj f, ne 





dogadjaj A ne ostvaruje. Suprotni dogadjaj dogadjaju A ponekad se 
e ai LIL 


Označava_ sa, AS ili A7 A. Kažemo takodjer da su dogadjaji Ai1i& Imedju- 


Sobno) suprotni dogadjaji, Za njih očito vrijedi 
ža ketndakae ši ia 
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Jasno je > takodjer da je sigurnom dogadjaju suprotan nemoguć. dogadjaj, 


th U = V, i da je nemogućem dogadjaju suprotan Siguran dogadjaj, tj, 
V=uA 


Definicija 7. Katkada je korisno raditi s razlikom dvaju dogadja, 
—————————_—_ 
ja, _iako taj poj jam kao. i neki raniji, nije neophodan, Dogadjaj e. 


koji .se ostvaruje onda i samo onda kad se dogadjaj A ostvaruje i 


dogadjaj B ne ostvaruje, nazivamo razlikom dogadjaja A i Bi pišemo 
_— LL 


C=A-B.M 








e read) 


Pomoću ranije definiranih operacija možemo pisati O = AB. Takodjer 
za svaki dogadjaj A vrijeđi U -A = A. 

| Primjer _7. Uz oznake uvedene u Primjeru 4 nalazimo da vrijedi 
relacija D-B=A.M 


Klasa_S5 dogadjaja koji se ostvaruju ili ne ostvaruju kod reali- 


ing odredjenog _eks erimenta, tj. kod realizacije lje odredjenog ses 


m. A si i ako je zatvorena obzirom na Su kjeinije | i _konplenentiranje doz 
gadjaja, tvori Booleovu algebru dogadjaja, 

Obično se sleld da je herumnaki zet ter George Boole (1815. - 
1864.) uveo svoju algebru 1847. god. isključivo kao matematički apa- 
rat simboličke logike, Zaista, "algebra sudova't, koju su počeli stva- 


rati još Leibniz i braća Bernoulli, odigrala je vrlo značajnu ulogu 


u razvoju suvremene matematičke logike, Medjutim već je Boole u 


svojoj monografiji "Istraživanje zakona mišljenja, na kojima se zasni 


vaju matematičke teorije logike i vjerojatnosti" jasno ukazao na vezu 
svoje algebre s fundiranjem teorije vjerojatnosti. Donosimo ovdje 
objašnjenje o vezi izmedju dogadjaja i sudova kako je to učinio D. A, 
Vladimirov u gaeda: knjizi "Booleove ašashiso«: [1]., Ta veza zasniva 

se na analogiji koja postoji izmedju "dogadjaja" i"sudova" i koja 


omogućava da se kako u logici tako i u teoriji vjerojatnosti primje- 


njuje jedan te isti formalni aparat, Grubo govoreći, 'dogadjaj"je 


BE 


nešto što ge može ostvariti ili ne ostvariti; "sud" je pak nešto 
= : __—_ >> SEM. 


što može biti istinito ili lažno, Medju Šogadjajima ima sigurnih i 


Zn a i E. 


nemogućih dogadjaja; _Sudovi mogu biti identički istiniti ili iden- 
tički lažni, Medju dogadjajima može sajsdeti moda O 
veza: jedan dogadjaja može katkad biti posljedica drugog dogadjaja. 
No takodjer medju sudovima može postojati logička veza: jedan sud 
može proizlaziti iz drugog. Svakom dogadjaju može ge Pridružiti neki 
sud koji izriče da se taj dogadjaj ostvario. S druge strane uvijek 
je moguće shvatiti sud kao tvrdnju o ostvarenju nekog dogadjaja, 


Sve što je rečeno učvršćuje nas u uvjerenju da je moguće načiniti 


jedan Mrisetvoni "raj “račun, koji bi Se mogao, već prema potrebama, 











primijeniti na račun gudova ili na račun dogadjaja, Takav račun je 
* zum EEZ orma 


i načinio George Boole. U toku pola stoljeća taj račun se ipak raz- 


vijao jedino u "logičkom smjeru", On ima danas nezamjenjivu Primjenu 


m5 


kod konstrukcije električkih logičkih sklopova, Prvo značajnije is- 


nae: 








traživanje iz područja aksiomatske teorije vjerojatnosti, bazirane 
na algebri dogadjaja pojavilo ge tek 1917. godine; autor je bio 
ruski matematičar S.N, Bernštejn. Daljnja istraživanja iz tog pod- 
ručja povezana su u prvom redu s radovima ruskog matematičara AN 
Kolmogorova, koji je definitivno postavio teoriju vjerojatnosti na 
Stroge temelje, 

Općenito, objekti Booleove algebre mogu biti sudovi dogadjaji, 


skupovi. Iz tog razloga se u apstraktnoj definiciji Booleove alge- 
e g BOLOVE alge 
a 
bre ne govori što su njezini objekti. i ćemo se u teoriji vjero- 
kaan 


jatnosti koristiti Booleovom algebrom dog adjaja, pa ćemo pepahe u 
Slijedećoj definiciji prilagoditi našim potrebama, 





Definicija 8. U klasi S dogadjaja neka je za svaka dva dogadjaja 
= LLja B. ei A Prva dogadjaja 


4 1 B definiran njihov zbroj A + B koji pripada klasi Si njihov 





dmmožak AB koji takodjer pripada klasi 5. Kod toga neka su ispunjeni 





OVi aksiomi: 
oboa 








ZINE 


Bi Za svaka dva dogadjaja A i B iz S vrijedi 


A+B=B+A, AB=2BA, 
tj. Zbrajanje _i množenje je komutativno, 


Bo Za svaka tri dogadjaja A, BiC iz S vrijedi 





(A+ B) + C0=A+(B+ 0); (AB)C = A(BC) 
tj. zbrajanje i množenje je asocijativno. 
B, U klasi _S oji nemogući dogadjaj V i sigurni dogadjaj U 


tako da vrijedi 


V+A=A za svaki A iz S; UA = A za svaki A iz S, 


B, Za svaka tri dogadjaja A, Bi C iz S vrijedi 


MB+C)=AB+AC 3; A+ (BO) = (A+ B(A +0), 


tj. množenje je distributivno obzirom na zbrajanje i obratno, zbra- 


paši Ma 
janje je distributitivno obzirom na množenje, 
——_———————— oa—_——— 


B Za Švaki dogadjaj Ala S postoji suprotni dogadjaj A iz 5 tako 
m —_—————__—_—_———————————————————a.. 


5 -. 
da vrijedi 
pai. sl hz 
iska=*T; M=v 
Dobivena algebarska struktura naziva se Bool&ovom algebrom dogadjaja) 


Ovaj sustav aksioma nije nezavisan, ali je za naše potrebe pri- 


kladan. Klasa S dogadjaja, snabdjevena Booleovom algebrom, često se 
——————— Tr ĐĐ 


Ta 


naziva poljem dogadjaja, a ponekad i tijelom dogadjaja. zn zemaom 
O ŽŽ--.———_—_— 


E i 


m. 
sakao i množenja..omogućava nam da definiramo zbroj odnosno umć- 


žak triju dogadjaja i da ih označavamo ga A+ B+ O odnosno ABC, 





Metodom indukcije ovo se može proširiti na zbroj odnosno umnožak 
dn mene i PP) 


konačnog broja dogadjaja. Ako su dakle A1» Ao» ...,A k. čegadjeji iz 
m ana: 


S, tada su A1 + Ao + u. +. .3 L Mjdzessk, takodjer Posada iz ma 














Nadalje moguće je dokazati da vrijede tzv. de Morganove formule 


7, 








A+B=AFB je # AB=A+B 
pomoću kojih metodom indukcije dobivamo slične formule za zbroj i 
—__——__——— ——————————————————————-———————_. 


umnožak konačnog broja dogadjaja. U ovoj teoriji dokazuje se da je 
-- 





KJ 


uvjeta 6 , 
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za svaki dogadjaj A suprotni dogadjaj A jednoznačno odredjen, te da 





Ao Dokazuje se takodjer da vrijede i ove formule: 


nama tron, 


vrijedi A = 
mr 


U=vV, V=U, U + Va = U, s = V. Korisno je znati da se u okviru 


a = man -—_ 


ovako ravna kaodisa 2e18953 a inkluzije AC B definira 








formulom AB = A odnosno ekvivalentnom formulom A + B = B, Kod raznih 





dokaza često se koristimo idempotentnošću zbrajanja i množenja: 


A+A=A, MA = A. Takodjer vrijede dualne formule onima iz Bo: 





U+A =U, VA = 7. Neki od navedenih rezultata su više a neki manje 





evidentni, “ako se ima na umu intuitivna interpretacija dogadjaja, 


Medjutim, pojam dogadjaja mi ni ranije nismo strogo definirali, a kod 
ao ini o A PO S noj 


aksiomatskog zasnivanja neke matematičke teorije objekti te teorije 


* uopće se ne definiraju. Ako ipak tim objektima damo odredjeni intui- 
O POP POP 





teorije. Objekte iz Definicije 8 nazvali smo dogadjajima he samo zato 
što ćemo u buduće s tim konkretnim modelom Booleove algebre raditi, 
Mesto da bieno čin više olaklali intultivnu inferunoraonj 


rezultata koji proizlaze iz te Sjene Medjutim, osim ovog moma 


la Booleove Dra. koji je Rad sih iz jednog odredjenog Biva. 
me De m 











za primjene je neobično važan model_kod koga se objekti 


Booleove algebre interpretiraju kao skupovi, Zahvaljujući tzv. teo- 











remu o reprezentaciji (M.H, Stone, 1936., isp. [2], str. 342) postoji 





naročiti odnos izmedju ova dva modela, koji nazivamo izomorfizmom 
2 = : 
(isp. [2), str. 91). : 








3 čini Booleovu algebru, Tada se na odaju open 





ciji uvijek može naći klasa S skupova A) B, &, 
bijekcija (uzajamno jednoznačno pridruženje) Y: S —> S, tako da je 
Y(A)=A, MB) =B,..., FU) = U, TV) = X. Objekti iz klase S 


Podskupovi su jedno skupa U, koji je takodjer sadržan u 


2... tako da postoji 


odredjeno 


klasi S. S je dakle neki podskup partitivnog skupa P(U) (isp. [3]> 
mi m Bi NAN 





8tr,22), U klasi S definirane su dvije binarne operacije 
=“ eee ogakiiipai ša: =. x — sp ————> 





paso 

zot=- 
(iz SXSu S) : za svaka dva skupa A i B iz S definirana je unija 
AUB, koja pripada klasi 5, i presjek AB koji takodjer pripada 


klasi S. Definirana je i jedna unarna operacija (iz S u S) tako da 


za svaki skup A iz S postoji komplementarni skup A" u odnosu na U, 

e I mai A - = 

tj. iP? = U\A, koji takodjer pripada klasi 5. Dokazuje se (a to je 

nd zogp —e E. PRMEREE EBE, Sara g A B 
inače vrlo lako vidjeti rovjerivši aksiome By do By iz Definicije Slika 1 Slika 2 


8) da S uz ovako definirane operacije čini Bo algebru skupova, 


Teorem o reprezentaciji kaš omatrana dva modela Booleove 
= ea Booleov 

algebre izomorfna, što znači da bijekcija f:S —> S "čuva" operacije 

po jan eneo > 27 ata divan ožu» Nek kal AB. sosom 


tj. ako je MA) =A i 1(B)=B, tada vrijedi (A+ B) =AUB 
LAB) ANB i P(Z) = g, B 




















Izomorfni modeli razlikuju se samo po označavanju i. interpre- a A+B AB 
a i Slika 4 Slika 5 Slika 6 
taciji objekata i po oznakama operacija, Zato često puta u primje- : : 





nama poistovjećujemo izomorfne modele, interpretirajući njihove ob- . Nama : 
D jećuj : p j j se kao disjunktni skupovi, vidi Sliku TM 








jekte već prema tome kako je kad potrebno, I mi ćemo u tom smislu 
adi < Primjer 8. Uz oznake dane u Primjeru 


identificirati dogadjaje iz S i skupove iz S, To je naročito pri= 
> E ČeJEJe dz 51 skupove 1; = EE, “ 4, dogadjaji A i B su disjunktni, dok do- 


kladno kad želimo grafički rikazati odnose medju dogadjajima iz ' ne 
hre Anese. gadjaji C i D nisu disjunktni.M 


klase S. Pritom skupove prikazujemo, kako j O već uobičajeno, kao . 
Definicija 10, ško je A = B; + Bo + 





skupove točaka u ravnini. Tako dolazimo do Vennovih dijagrama koje : i 
o 50 semnovih. dljagrama (koj +... +B ,a dogadjaji B, u parovima su Slika 7 
k i 3 3 Eul j ki j > e ši = 
Ponekad nazivaju i Eulerovim krugovima) i digj unktni, tj. BiB; = V za svaki ižj , kaže dogadjaj A _ras- 
Prikažimo sigurni dogadjaj U kao sku kvadratnog oblika, Na Pore ž jas 
EZ —. : g pada na specijalne slučajeve Bi, Bo»+++9H JENA ge žu im Dre uje 
Slikama 1, 2, ..., 6 taj skup je nacrtan šest puta, Dogadjaj A msnu... > 


te vrijede i relacije B,CA za i=1,2,...,n.M 


prikazujemo kao manji krug, Slika 1, a dogadjaj B kao veći krug, MEA i. omatrojno skeperinant jednokratnog bacanja kocke, 
Slika 2. Dogadjaju A suprotni dogadjaj A prikazujemo kao komplement DE eLini ašesajaj m, sastoji ua m žapađtnju brdo, i=1,2,3,4,5,6. 
Pie A u odnosu na skup U, Slika a Slično vrijedi i za dogadjaj Slučajni dogadjaj C sastoji se u ispadanju parnog broja. Tada se C 
B, Slika 4. Dogadjaj A + B prikazan je kao unija skupova A iB, Paspada na specijalne slučajeve E, E,» Eg, tj. C= E, + E, + E. 
Slika 5, a dogadjaj AB kao presjek skupova A i B, Slika 6. Posljednja jednadžba može se čitati npr. ovako: O se ostvaruje onda , 





oesto puta ge u terminologiji nA s saa ovo m ZETE le šo i samo onda kad ispadne dvojka ili četveorka ili šestica, 





sti odražava skupovna interpretacija Booleove algebre dogadjaja. 





Definicija 11. Dogadjaji Bi, Bo, ..., B. čine potpunu klasu 


S: ——_——————__—— 
Definicija 9. Dva dogad aja A i B nazivamo Šisjunktnim ako je dogadjaja ako se točno jedan od njih mora ostvariti kod svake reali- 


AB = V. Disjunktni dogadjaji u skupovnoj interpretaciji prikazuju 
= _—_————— : 








Zacije sloga uvjeta SG, tj. ako vrijedi 
gm o E 


-22- 


Bj+Bo+ eo + By =U, ByB; =Vzai ij. 

Primjer 10, Slučajni dogadjaji E, Eo, E, E,» Eg, Eg iz Pri- 
mjera 9 čine potpunu klasu dogadjaja za eksperiment jednokratnog 
bacanja kocke, 

Napomena u vezi s Definicijom 4. Više puta oznaku složenog doga. 
djaja A + B upotrebljavaju samo u slučaju kad su dogadjaji A i B 
disjunkini, a za dogadjaje A i B koji nisu disjunktni pišu AUB, 
Ovo razlikovanje oznaka potječe od logičkog modela, pri čemu znak + 
odgovara ekskluzivnoj a znak U inkluzivnoj disjunkciji, U skupov- 
nom modelu se medjutim ne označavaju različito unije disjunktnih 
skupova i unije skupova s nepraznim presjekom, Mi dajemo prednost 
izomorfizmu izmedju algebre dogadjaja i skupovnog modela, pa zato 
uvijek pišemo A + B, a ukoliko se radi o disjunktnim dogadjajima, 


to će biti posebno istaknuto, 


1.3. Prostor elementarnih dogadjaja 


Neka je zadan stanovit slog uvjeta s čijom realizacij om se do- 
adjaji A, B, C,... mogu ostv riti ili ne ostvariti. Time Time je e defini-, 
eksperiment čiji ishod ima Slučajni karakter karakter. Možemo žemo ga ka kuniće | 


zvati i stohastičkim eksperimentom. 


Svaki ishod odredjeno stohastičkog enii nazivamo element 
ann = 


arnim dogadjajem, Skup svih mogućih ishoda odredjenog stohastičkog 
zrnim dogadjajen, —__— > Ma, 





eksperimenta nazivamo prostorom elementarnih dogadjaja (tog ekspe- | 
o. 
rimenta) i označavamo sa S? ementarni dogadjaji su u parovima 
—_—————_ 
disjunktni, jer je nemoguće da se PRE sooo ostvare dva različita 








ishoda jednog stohastičkog eksperimenta, 

.Primjer 53, fugmešoreo BiS1 ce pteto kiši eksperimenti mogu 
izvesti sa dva kovana novčića, Jedan kovani novčić neka je od deset 
para, a drugi od dvadeset para. 


Prvi eksperiment neka ge sastoji u tome, da se oba novčića bace 
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istovremeno, pa se promatra koji je od njih ispao grbom prema gore 

a koji pismom prema gore. Prostor elementarnih dogadjaja ovog eks- 
perimenta sastoji se od četiri elementarna dogadjaja: oba novčića 
ispala su grbom prema gore - označimo taj elementarni dogadjaj sa 
GG; novčić od deset para ispao je grbom prema gore, a novčić od dva- 
deset para pismom prema gpre - označimo taj elementarni dogadjaj sa 
GP; novčić ed deset para ispao je pismom prema gore, a novčić od 
dvadeset peva grbom prema gore - označimo taj elementarni dogadjaj 
sa PG; čba- novčića ispala su pismom brena a - označimo taj elem- 


entarni dogadjaj sa PP, Prostor elementarnih. dogadjaja za ovaj eks- 


periment > je. dakle Skup. 
a Za - ica, GP, PG, PP). 

Drugi eksperiment sa istim novčićima neka ge sastoji u tome, da 
se istovremeno bacaju oba novčića, ali sad promatramo koliko novčića 
je palo grbom prema gore a koliko pismom prema gore. Prostor element- 
arnih dogadjaja ovog eksperimenta sastoji se od tri elementarna do- 
gadjaja: oba novčića ispala su grbom prema gore - označimo taj ele- 
mentarni dogadjaj sa (2; 0); jedan novčić ispao je grbom prema gore 
a drugi pismom prema gore - označimo taj elementarni dogadjaj sa 
(1; 1); oba novčića ispala su pismom prema gore - označimo taj ele- 


mentarni dogadjaj sa (0; 2). Prostor elementarnih dogadjaja za ovaj 


eksperiment je dakle skup 


“o = (25 0), (15 1), (0; DJ. 

Treći eksperiment sa istim novčićima neka se opet sastoji u tome 
da se istovremeno bacaju oba novčića, no sad promatramo da 1i su 
novčići pali jednako ili različito. Prostor elementarnih dogadjaja 
ovog eksperimenta sadrži samo dva elementarna dogadjaja: oba novčića 
pala sw jednako (tj. oba grbom prema gore ili oba pismom prema gore) 
- označimo taj elementarni dogadjaj sa J; novčići su pali različito 


(tj. deset para grbom prema gore i dvadeset para pismom prema gore 


X ili obratno) — označimo taj ekementarni dogadjaj sa R. Prostor 


=oq= 


elementarnih dogadjaja ovog eksperimenta je dakle skup 


>=15 8) 


Dakako, postoji stanovita veza izmedju ovih triju eksperimenata. 
okean ošo oj čmara zao aje Pa dns 


S pomoću prostora elementarnih dogadjaja prvog eksperimenta mi može- 
_ 








m a ane 


mo Kanetru rati prostore elementarnih dogalijaja preostala dva  ekspe- 








usta, Na neki način bi se činilo da su elementarni dogadjaji iz 
A Mnajelementarniji dogadjaji". No to nije istina. Objasnit ćemo 
to s pomoću slijedećeg srodnog primjera. A 
Primjer 12. Stohastički eksperiment sastoji se done da se ide- 

alna homogena kocka jednokratno baca na horizontalnu ploču. Promatra 
se broj koji je ispao na gornjoj stranici kocke, Prostor g? element- 
arnih dogadjaja ovog eksperimenta sadrži šest elementarnih dogadjaja 
ispao je 


Bada l; Pyasnibsg KOJE Ej označava elementarni dogadjaj: 


i 
broj i. Dakle 
50 = l Ej, E» LEV Ep» Es, 8) 

Čini se da se "elementarniji" dogadjaji od ovih ne mogu zamisliti, 
Treba shvatiti da elementarni dogadjaji zavise od definicije ekspe- 
rimenta. Razmotrimo ovaj abesdjaji kosim K= sale sia sioču eddon 
damsaju stranica sa brojevima 1 i 3, zatim je stranicama s brojevima 
5i4 dodirivala ploču te se zaustavila s brojem 4 prema dolje, dakle 
ispao je broj 3. Ovaj dogadjaj elementarniji je od bilo kojeg iz Ta 
On pripada vrostoru elementarnih dogadjaja nekog znatno složenijeg 


eksperimenta sa kockom, koji upravo zbog te složenosti nikada niti 


ne proučavamo. Sada će biti jasno zašto u lt teoriji. vjerojatnosti po- 


jam elementarnog dogadjaja ostavljamo n nedefiniranim. Teorija vjero- 


aNlvjčeaval X s<Ada 





jatnosti ne odnosi se samo na jedan odredjeni stohastički eksperi- 


PRE __——_—————————— e 


ment, nego na sve moguće takve eksperimente. Budući da elementarni 


av» o 


nus Mi 2 > žsG Ke a 


dogadjaj zavisi od definicije sjene nimaots, moramo u općem slučaju 


NvjđNvđ đ"Ara—__———____ 


taj pojam ostaviti nedefiniranim, M 
kid Rat piksa ša 
Jedan stohastički eksperiment s idealnom homogenom kockom može 








se definirati na slijedeći način: kocka se jednokratno baca na 
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slučajni način, i promatraju se dogadjaji A - ispao je broj veći 


od 2, B - ispao je broj manji od 4, Traži se minimalni prostor ele 
BE AVA. proi za. 





mentarnih_do adjaja, Jasno je da je jedan prostor elementarnih doga 
jeden prostor elementarnih doga- 


djaja ovog eksperimenta skup 0, te vrijedi: 
3 s A.= E, + E, + 5 + Ez $ 





B= E + E, + Es. Medjutim to nije minimalni Prostor elementarnih 








dogadjaja. ovog eksperimenta, Dogadjaji AB, AB, AB. u parovima su dis 





junktni, i osim toga je AB + AB + AB = 


m 


= (A+A(A+B)=A+B= U, A aB+AB B= AB +AB, pa je traženi 


MB+B)+AB=A+ AB = 


minimalni prostor elementarnih dogadjaja ovog eksperimenta 
TA «ža A5, AB, AB). 


(Erikaži ove odnose s pomoću Vennova dijagrama!) U odnosu na prostor 
a RE 








ali bismo: AB = 
E, + E; + EG, AB = Es, AB = El + E . Booleova 
: toj ji 


algebra X & generirana ia dogadjajima A iB sastoji se od 
ZG ) 


= 23.8 





elemenata (#(S) označava kardinalni broj _Skupa S). 


pe 


Igebru “A čine 
žogeveu s OM 
slijedeći dogadjaji: Va AB, AB, 1B, AB +AB=A, AB + 1B, AB + AB = B, 
, = 
AB+AB+1AB= U. 4 e : = 


Iz 
gen nE primjera lako se nazi lako se nazire konstrukcija minimalnog prosto-, 


.: oma 
Te Slemeniamih dogadjaja i pripadne dne Booleove ove algebre, ako u nekom. 








st 
ohastičkom eksperimentu promatramo samo skom ian dogadjaja 
s E ooo : = Z : e $ 
2 JE I 


Neka Ku je _Zadan odredj eni sto! nast 'KSpe 
ge ički eks eriment. i neka je. JE 


Pri 
\padni prostor elementarnih dogadjaja, Neka je S klasa slučajnih 
dogadjaja A; B, 6 P= 


sai 


s... koji se ostvaruju ili neostvaruju kođ reali- 








a. 





Zacij 
Je tog eksperimenta, i neka S čini  Booleovu algebru dogadjaja, 


Do adj 
2B: “jaju A možemo pridružiti .jedan podskup 4? elemenata. iz EPA tako 


da 2 Ostva 
ren 
ije bilo .<ojeg elementarnog dogadjaja iz A? povlači _ostva- 


Tenje 
enje dogadjaja A i obratno, 0, ostvarenje 2 dogadjaja A povlači ostva- 


umm 


Tfenje 
Je točno jednog elementarnog" dogadjaja iz A, E jer su elementar- 


n 
i dogadjaji Skarovina disjunktni, Slgurnom Bogadjaju bd odi će 
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pridružen čitav skup 52 . 
atrajmo eksperiment iz Primjera 12, i neka C 





Primjer 13. Prom 
označava dogadjaj: "ispao je parni broj". 
E) skupa S? . Dogadjaju U: 


Jasno je da će ovom doga- 


djaju biti pridružen podskup [22, Eg» 


"ispao je broj i tako da je 1126" pridružen je čitav skupit, 


ješje to sigurni dogadjaj .M 


Na ovaj način dolazimo do jednog prirodnog uzajamno jednoznačnog 
ovaj način ova DTT 


pridruženja izmedju dogadjaja iz klase S i podskupova skupa 6? ele- 
——; s ooo nep oćre —_—- 


? === 





mentarnih dogadjaja. Ovo pridruženje predstavlja izomorfizam izmedju 


Booleove algebre dogadjaja i Booleove algebre skupova, o čemu smo 


z tog razloga mi poistovje- 


detaljnije raspravljali u odjeljku 1.2. 
ćuj emo dogadjaje sa pripadnim skupovima elementarnih dogadjaja, a i 
ja_s pomoću skupova zamičljamo da 


kod grafičkog prikazivanja dogadjaj 


ti skupovi predstavljaju upravo pripadne 





skupove elementarnih doga- 


ge poistovjećuje nemoguć dogadjaj V_s praznim 


djaja. Tako se navo 
skupom 9 i sigurni dogadjaj U s prostorom elementarnih dogadjaja $d 4 
Primjer 14. Nakon identifikacije dogadjaja i skupova sa 
jasno da se dogadjaj C iz Primjera 13 može alternativno napisati Eli 
kao skup 0 = 1E; Ep» Ee) ili kao zbroj O = E, + E, + Eg. Sigurni 


d će biti 


a možemo ga tako- 


dogadjaj je čitav prostor elementarnih dogadjaja, 


+ o..+ E;.A 





djer pisati kao zbroj U=E + E, 


1.4. Klasična definicija vjerojatnosti 


Klasična definicija vjerojatnosti. zasniva se na pojmu "jednake 





Pond 
mogućnosti", "jednake ostvarivosti" ili "jednake vjerojatnosti". 
ene kocke 


Razmotrimo stohastički eksperiment bacanja iđealno homog 
i=1,2,..096,) jednako 


iz Primjera 12. Svi elementarni dogadjaji Ej, 


su mogući, jer zbog simetrije ni jedna stranica kocke nema prednost 


"jednake mogućnosti" ostaje nedefini- 


pred drugim stranicama. Pojam 


a _ 


ja dolazimo na temelju vlastitog i tudjeg 


ran, do njegovog značen 


“eastički eksperi 
periment. Pret A 
postavimo nadđalj 
je da Pripa 
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matematičar J. Neyman (isp. L4]): 


"Prvi šarlatan j j 
kojemu je palo na pamet da krivotv 
, OTi kocke za 


igru prvi je spozna : 
o da je relativna frekvencija koi 
na svaku od šest stranica " S &ojom kocka pada 


Pp rmane t ost VO t ena to CO e va 
e nenitn s JB Ven PI Š cki O 


permanentnost mož 
ože se mjeriti i 

K mjeriti i nepromjenjiva je u tok 

su to dimenzij slam 
m kista“ nena kao 
j ocke ili njezina težina, Autor nije 

Uspio ust 
a- 


noviti kad Je pr Vl DUE bilo primijećeno da relativne frekv nec e 
sb 


padanja kocke na svaku od njezinih stranica zavise od kocke i da 


mogu biti umjetno ikaj 
3 promijenjene, No kako tvrdi Encyel d 
, u grobni a. | 
cama faraona nadjene su igrač o 
uh &rače kocke dvije vrste: 
* mjerno pomaknutim težištem, s jako m" E 
| | : Zolisasa 
cljama padanja na različite strani - heeninia 
= ce, 


se u ljudskom rodu jako davno!" 
d jako davno! 


K1 .“ : +. t i i S; 1 
o; Lu j€ - je 2 si 
na def inici; t q 22. VLANO: . am na one s bt 
_ -—. ... - . 


Sklonost Prevari pojavila 


tičke eks i 
periment i i g 
mu reromonve koji imaju konačan broj ishoda, ti, & 
o oca, 4). Čiji se pros- 








dni prostor 


elementarnih do ad a ja ima e La: 9 = : E E e E . 
g J mi mi n lemena a , , . 


Slučajni ha a 
> "oEJni dogadjaji E, , I4i& 
junktn 


>< 
ih dogadjaja, a što j 2, “re Potpunu klasu u parovima dis- 
>? O 36 bitno go sefutacija a mio oo -—— 
Nicije vj es: a primjenjivost klasič : 
_ “-J6_Vjerojat ; rale 0] ve 086 Klasične defi= 
ren Svi ti dogadjaji neka su jednako g a" 
““PiZvoljni slučajni šara popa Eo vjerojatni, 
mora : sajni dogadjaj A, koji je u vezi s bone 
ra biti podskup od 7, 594 Je u vezi sa slogom uvjeta € 


A=E 








_Pa_ga možemo prikazati u obliku: 


+5 + 
ij MALI 


> 


mo Wh? (1.1) 


dj € su svi ele nen t ] n : l 
<a Boli BJE i j j i 1 | E 
arni dogad a) med j usob Q az i čiti ( 
: dii a različi i 
: = —————— 
emen tarno dogadj aj a! ) . U ope em slučaj u 


su i 
+ 0d V po definiciji el 


djaj iz S, njegova vjerojatnost P(A) definira se kao omjer broja 
. >= o > = g 
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partitivni skup od * , S = G (2), koji sadrži prazni skup (nemogu- 
ći dogadjaj) B = V, čitav skup (sigurni dogadjaj) 52 = U i svaki pra- 


vi podskup odS2., S je B 


dho Jebo nn o oak 


ooleova algebra dogadjaja (polje dogadjaj a). 
Na_primjer, ako je G2 =1E, E, E, , polje dogadjaja ima 23 = 8B 


elemenata: 5 «i LE) RA RLARL RANA »1B2:E3) dB, >E2»E3). 


Važno je uočiti da bismo mogli pisati 8 + lv, Er» Bor Eg» Fr» 


Ej+E3, Ep+B3» Ej+Eo+E3], gaje je Ej+Ep+E3=U. 


Definicija 12. Klasična definicija vjerojatnosti daje se za slu- 


je A prema (1.1) slučajni doga- 


| om 


čajne dogadjaje iz S =Q (N), pa ako 
ooo “a —————a_. moa 





elementarnih dogadjaja na koje se raspada dogadjaj A i ukupnog broja 
_—_————————————— __—__—__—_____—————ooooo a 


elementarnih dogadjaja izG0: 


P(A) = Z .M (ia 


Često se upotrebljava ova terminologija: elementarni dogadjaji 
i a aj iti ii _—. 


iz prostora elementarnih dogadjaja nazivaju se mogućim ishodima ili 
a Srem m jod kova 


ooo. 


ama 





_———mao 


mogućim slučajevima, dok se elementarni dogadjaji iz (1.1) nazivaju 
on ore —;—;—————_ooo nane _——————— 





> 


Ashođima ili slučajevima povoljnim za dogadjaj A, pa se zato kaže 


om oazi 


da je vjerojatnost dogadj 


aja A jednaka omjeru broja povoljnihi,slu-< 
sm as da 
napomenu da svi 














čajeva za dogadjaj Ai broja mogućih slučajeva, uz 











——— 





slučajevi moraju biti jednako vjerojat 
5 ora! : na 


Primjex_15. Za eksperiment jednokratno 








« 


< 


g bacanja idealne homogene 


kocke našli smo u Primjeru 12 prostor elementarnih dogadjaja e . 


Svi elementarni dogadjaji iz tog prostora su, kao što znamo, jednako 


vjerojatni, Vjerojatnost dogadjaja C = E, + E, + Eg je prema kla- 
3/6 = 1/2. Takodjer je P(E;)“ 


l 


gičnoj definiciji vjerojatnosti P(C) 


"i 


1/6 za 14146, P(E,+E,) = 2/6 = 1/3, ita.M 
Primjer 16. Ako nas iz prethodnog primjera zanima samo vjerojat“ 
nost dogadjaja C, tada nam nije neophodan prostor elementarnih doga“ 


djaja iz Primjera 12. U ovom slučaju dostatan je znatno "siromašniji 


prostor. 60, =1o, 3) , gdje nam C znači "ispadanje parnog broja" 


Bo9= 


a C supr o i do jaj j a a 
tni gadj aj , tj . 1 spadanj e ne parnog broj 
i . Znamo đ su 
s ž ad Ja ji C ie C jednako Vjer ojatni , pa i u ovom slučaju možemo Pri= 
mai; eni št klasi n i ici J J t S bi pao ko e na 
L ičnu def inici u v jero ja no i s 
: , ž j lazimo 
s . + 
Pri nj er li . Pr omatraj mo stohastički eksperiment u ko j emu se i s- 
en acaj đ ij i e o e ed crve ruga 
E vrem ro] b u V e ideal e omo , & 
O n h gen k ck j 
i , g na dag na d 
. vjerojatnost Slučaj nog dogadj aja A, da zbro ] is- 
palih br ojeva PT1 jednokratnom aca. u e up V k=2 | 3 
: b nj bud ravo jednak &k, , , 
g... e Za ovako postavlje D ob m O. bt u Lt Q Prikladan 
4 : 12 J n r le k nstr ira cem 
prostor ele e ta di O a m s lži, je6 _ 5 
=. _ == E E gadjaja: 1 E,, J | 
skup svi E . . takv i h da j e = = e e emen tarni ai a ] 
i V ih i j J 1 : EE 3 j 6) 3 gdj l 
| | z , pa 5 e 
značili: na cr enoj kocki i j OCKI pao 
E a V e ž is 
jednako vjerojatni e ' 


BEE Broj j. 
Sve dogadja , i svi su 
.. SNV Bačjaje A, možemo izraziti s pomoću elemen 
vjerojatnosti P( 271,1 >» Pa je na temelju klasične definici 
sti P(A,) = 1/ icije 
2 36. A.=E +E 
je A,=E : 37"1,2*%2,1 »đakle P(A.,) = 2 : 
471,3%F2,2*73,1 1 stoga P(A,) = E i 3? = 2/36. Nadalje 
nati, dobit ćem sa O tako nastavimo raču- 
oi O rezultat koji se može napisati na glii a 
M) = (6 - 17-E1)/36, 2&k&12, Napome ijedeći način: 
* na: 


i rikaži i 
tabelarno i grafički, Prikaži ovaj rezultat 


definicij ij 
nicije. Prije svega, vjero 


nn 


jatnost je fu 54 : 
“ooleovoj algebri s - e funkoija definirana na | 


&(Q) ga vrijednostim 


jeva, To kraće pišemo Be B=RM, ča set oo. 2" rupu R realnih bro- 


Bk Za ovu fu si zas 
Svojstva. nkeiju vrijede slijedeća 


Teorem i 
le Za svaki dogadjaj A iz S je P(A)ao 


Dokaz, 


__—— 


Broj element i j 
E. peba armnih dogadjaja koje sadrži Proizvoljni d 
že biti negativan, pa je P(A) = m/nž0.X ' ćiE 
Ieorem 2, Za sigurni j ki 
ni dogadjaj U vrijedi P(U) =1 


. “ 
Dokaz . Budući da sigurr O . ve el emen= 
g 1 dogadjaj ka sumande sadrži s 
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tarne dogadjaje iz prostora 68, na temelju definicije vjerojatnosti 
je P(U) = n/n = 1.4 & 


(Teorem zbrajanja vjerojatnosti) Ako su dogadjaji A i 


Teorem 3. 


B disjunktni i pripadaju polju dogadjaja S, tada je 


P(A + B) = P(A) + P(B). (1,3) 


Dokaz. Neka je 
A 


E. E. + e. + E. 
šo de ka 
1 

B=f+E 40.0 +E 
ki k, "mo 


de EL elementarni dogadjaji iz 92. Ovdje su elementarni 


ir s 
i na koje se raspada dogadjaj A medjusobno raz 


No svi ti elementarni dogadjaji iz oba ras- 


slučaju bilo AB # V, protivno 


gdje su E. 
dogadjaj ličiti, a isto 
vrijedi i za dogadjaj B. 


tava su različiti, jer bi u suprotnom 


pretpostavci. Dakle složeni dogadjaj 
A+ B= Bf + 000. + Bo o+ E ' ... +E 
JI Im ki "mo 2 


+mo elementarna dogadjaja, pa je 


raspada se na mj 
+mo)/n = my/n + mo/n = PCA) + P(B).A 


P(A+ 8B) = (m 


Teorem 4. Vjerojatnost dogadjaja A suprotnog dogadjaju A jednaka 
je = 

P(A) = 1-P(A). (1.4) 
Dokaz. Suprotni dogadjaji A 1 A su digjunktni jer je AA *, a 
osim toga vrijedi A+A=U, pa možemo primijeniti Teorem 2i 
P(U) = 1, odakle proizlazi tvrdnja (1.4) .X 


Teorem 3: P(A) + PA) = 
vjerojatnost nemogućeg dogadjaja jednaka 


iu Teoremu A A=U i primijenimo Teorerp, izlazi 


Teorem 5. je 0. 


Dokaz. Stavimo 1 


P(V) = 1 = P(U) = 0. Ovo svojstvo proizlazi i iz klasične definicij* 
s pomoću koje se vidi da vrijedi i obrat: Ako je vjerojatnost neko& 


dnaka 0, to je nemoguć dogadjaj . Analogno vrijedi: ako 


dogadjaja je 
je vjerojatnost nekog dogadjaja jednaka 1, to je sigurni dogadjaj e 


No ove tvrdnje ne vrijede u općoj teoriji vjerojatnosti, što će kaf 








Sika 


nije biti objašnjeno. 
Teorem 6, A jaj 
ko dogadjaj A povlači dogadjaj B, tj. ACB 
, . tada j 
P(A)SP(B). Ši 


Dokaz. Vidjeli 
jeli smo da se u Booleovoj algebri relacija inkl 
uzije 


A = . 
« B def inira s pomoc u J ednadž be B A + B F roma tr ajuci Sliku 8 
J 


nalazimo intuitivnu osnovu za sli; edeće razmatranje: A + AB = 
i ( )( ii 


B = A +lB. Ovdje se radi [0] rastavu na specijalne slučajeve jer e 
, j 


A.(AB) = (AA)B = 
) = V. Stoga možemo primijeniti Teorem 4: P(B) 


= P(A) + P(AB ši j 
), a budući da je zbog Teorema 1 P(AB) =0 i i 
tvrdnja ovog teorema, di 
Teorem 7. Vjerojatnost bilo kojeg 
dogadjaja nalazi se u segmentu [0, 1] 


Dokaz. Nemoguć dogadjaj je speci- 
_____ 





jalan slučaj svakog dogadjaja, tj. 


Bea, dok je proizvoljni dogadjaj 


Cijelan slučaj sigurnog dogadjaja, tj. ACU. Ako > : 
. He. AKO primijenimo teoreme 


6, 2 15; dobi 

» dobivamo: O = P(V)= P( ; 
=PA)=P = de 

kazati .M (U) 1, ato je i trebalo do- 


Sad možemo preciznij si 
preciznije reči da je vjerojatnost funkcija definira- 


na na polju jaja | vrij [0 | 
ju dogadjaja S, sa rijednostima u segmentu nA 
P gada , » 
P# S — [o, 1) . 


Primjer 18. U iji j i i 
kutiji se nalazi N istovrsnih tranzistora medju 
< 3 


koj ima e pravnih 2 kut C tran LSTOTI 
J M neils 
. T ije se na srecu uzima n 2 
a 


I adi kon trole . Kolika e vjeroja tno s b a da ed ima nema više od 


m zaj b) da medju njima bude bar jedan neispravan? 
Z ži i 
K. * edin: se vjerojatnost dogadjaja A: medju n odabra- 
a 7 ema više od m neispravnih, Ako uvedemo slučajne 
,. jaje Ak: medju n odabranih tranzistora ima točno k neispravnih, 
imo da su svi oni u parovima diejunictai za k=0, du , nado 
o... , - 


Badjaj A se može ovako Prikaza A=A 
ikazati: + A+ + 
A na o 4, ... A 


o 


Prostor elementarnih dogadjaja za ovaj problem sastojao bi se od svih 


mogućih izbora (kombinacija) od n tranzistora izvadjenih iz mnoštva 
od N tranzistora, a njih ukupno ima [7 Sve ove kombinacije jednako 
Za dogadjaj 4, medju svim tim kombinacijama ima povolj- 


su vjerojatne. 
itd., za dogadjaj A, ima povoljnih slučajeva 


, _ (M s-u) 
nih <." (m n , 
m" ta bad 
Ak k/j\n-k 


Tražena vjerojatnost je dakle 


“ n PM M 
2) 2 (8)(68) + 


U zadatku b) traži se vjerojatnost dogadjaja B: medju n odabranih 


tranzistora ima bar jedan neispravan. Prostor elementarnih i jednako 


vjerojatnih dogadjaja ostao je isti, dakle i ukupni njihov broj (2) . 
Neka oznaka A, ima isto značenje kao u primjeru a). Tada je B=A+ 


+ Ao + š.o + AA , i prema tomu 


. ' 
m. M) N-H 
PB) < du Z tila : 
(a k=1 
No ovu vjerojatnost mogli bismo i drugačije računati. Suprotni dogd- 


djaj od B glasi B: medju n odabranih tranzistora nema ni jednog ne- 


ispravnog, a to je ekvivalentno dogadjaju Ao$ medju n odabranih tran- 


zistora ima točno O neispravnih; to zanči da je B = A, pa je P(B) = 


1- PA) =1- = e . Iz dva.nadjena izraza za 


(a) 


P(B) na interesantan način proizlazi poznata formula 


Ž (Et) +) + ceo, 


Napominjemo da se veza izmedju dogadjaja B i 4, mogla dobiti posve 


= U odakle je A, + B=U, 


= Le Bi) = 


formalno iz jednadžbe A, + A1 + 0.0 +A, 


a zbog MA = Vzak=1,2,...,n, je AB = V, pa tako dobivamo B = 


2 BU = KA, +B)= BA = BA +B4 =A, (+4 


vjerojatnost suprotnog dogadjaja A: 
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Postoje problemi i i 
iz teorije vjeroj jo 
jatnosti čija rješenj 
Senja su neo- 


čekivana, Razmotrimo dva takva primjera 
Š u L2 


Primjer 1 * sobi se nalazi r osoba kolika e vjero atnost a 


bar dvije osobe imaj j 
Ju rodjendane istog dan i 
a u godini? Pretpostavlj 
ja 


ge da svaka godina ima 365 dana. 


Kako bi se ovdje de inirao stohastički eksperiment? Slog uv, eta 
f < s . 2 . « 
\o glasi: upore uju e datumi ro en rahira uć1 godi u o 


a ) + . . .. = 
nja za r pri su tnih osoba 1 proma tra nj iho VO podudar anj €. J ednako 


vjerojatnim smatra 
. mo sve moguće razdi : 
iobe rodjendana i 
: ovih r osoba 
po 


danima u ini ži j j 
godini. Traži se vjerojatnost dogadjaja A: bar dvije osob 
. sobe 


ah A S g Eg . % u p č 
maj u rod endan isto dana u odini No vom roblemu lakše je naci 


sve prisutne osobe imaju rodjen- 


dane različiti ini 
ičitih dana u godini, Broj (jednako vjerojatnih) mogućih 


Slučaj je: j j 
Jeva jednak je broju varijacija s ponavljanjem od 365 elem 
ta r-to g = Fe . 
: & razreda: n = 365", Za dogadjaj X povoljni su svi oni slu 
čajevi k i i i imaj 4 s 
J ad svi prisutni imaju rodjendane različitih dana u godini 


Ako numeri i 
riramo L 
prisutne osobe, za prvu imamo 365 mogućnosti, za sva 
. ? S 


ku od tih mogućnosti za drugu osobu ima 364 mogućnosti, dakle ukupno 
Mase, itd., za r osoba ima dakle m=365.364....(365-r+1) različi- 
tih mogućnosti da se dogadjaj A ostvari, Prema tomu je P(A) = m/n = 
8265.364... .(365-r+1)/365" i konačno 

P(A) = 1 - 365964+++(365-r+1)/365", 


Za različi it] i 
ičite vrijednosti r približne vrijednosti vjerojatnosti dane 


Su tabelarno 





Je jednaka 1 za r> 


366. Dakle ako u sobi nema manje od 60 osoba 
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gotovo je .sigurno da bar dvije imaju rodjendan istog dana u godini.» 
Primjer _20. Napisano je n pisama koja treba uputiti na n razli- 
čitih adresa, pa se pismima pridružuju adrese na slučajni način, 
Kolika je vjerojatnost da će bar jednom pismu biti pridružena odgo- 
varajuća adresa? 
Ako sa A označimo dogadjaj: bar jednom pismu pridružena je odgo- 


varajuća adresa, može oat da je vjerojatnost suprotnog doga- 


djaja e = 
PD) =Zr-5rtžri ... + (air. 


Za različite vrijednosti n pripadne vjerojatnosti 
0,5 P(A) dane su u priloženoj tabeli. Vidimo da se od 
0,666667 ' 

0,625000 
0,633333 
0,631944 
0,632143 
0,632118 
0,632121 
0,632121 


n=5 nadalje vjerojatnost P(A) praktički ne mijenja 


L 


i iznosi približno 1 - e". Osim toga ta vjerojatnost 


je prilično velika, veća je od 1/2. Napomenimo da 


3 
4 
5 
6 
T 
8 
9 
O 


postoje i drugi modeli (šeširi u garderobi, parovi 


- 





na plesu itd.) koji se rješavaju na sličan način. M 

Do sada smo promatrali vjerojatnosti slučajnih dogadjaja pove- 
zanih s nekim stohastičkim eksperimentom definiranim slogom uvjeta 
S, Takve vjerojatnosti nazivaju se bezuvjetnim. Neka su u vezi sa 
slogom uvjeta G dva slučajna dogadjaja A i B, tako da je P(B)> 0. 

Definici ja 13. Vjerojatnost dogadjaja A uz uvjet da se dogadjaj 
B ostvario naziva se uvjetnom vjerojatnošću dogadjaja A_i označava 
sa P(A|B).M 

Uvjetna vjerojatnost dogadjaja A po ovoj definiciji nije ništa 
drugo nego obična vjerojatnost dogadjaja A, ali za nešto izmijenjen 
stohastički eksperiment, koji je definiran novim slogom uvjeta G, z 
=16 s; dogadjaj B se ostvario). 

Primjer 21. Bacaju se dvije idealne kocke i promatra suma ispali! 
brojeva (slog uvjeta 6 ). To je stohastički eksperiment iz Primjera 
17. Ako je poznato da je zbroj ispalih brojeva parni broj, kolika je 
vjerojatnost a) da je zbroj ispalih brojeva jednak 8?, b) da su oba_| 


ispala broja primbrojevi? 





bo 
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Uvedimo oznake: A: suma ispalih brojeva je 8; C: oba ispala 


broja su primbrojevi; B: suma ispalih brojeva je parni broj 


Na Slici 9 prikazan je prostor 62 


Svih elementarnih dogadjaja E. 
. i, 


g j 
) EKE) E, gdje su zaokruženi svi oni elemen- 


(g tarni dogadjaji koje sadržava 
35 E, 


* dogadjaj B kao svoje elemente. 


E, 
CE) Nezaokruženi dogadjaji nisu se 
od ostvarili, njih ne treba uopće 
E. uzimati u razmatranje, Prema tomu 
E : pomoću novog sloga uvjeta 6, = 
| 6! > GJ E. =3 S; B se ostvarilot odredjen 


| je novi stohastički eksperiment 
čiji se prostor elementarnih dogadjaja sastoji samo iz onih elemen- 
tarnih dogadjaja koji pripadaju dogadjaju B, tj. sad moramo uzeti 
novi prostor 2, = B= 554,4 i+d paran broj!, koji sadrži 18 eleme- 
nata. Svi elementarni dogadjaji iz tog prostora ostali su jednako 
vjerojatni, pa možemo primijeniti klasičnu definiciju vjerojatnosti 
PO kojoj je u slučaju a) P(A|B) = 5/18; u slučaju b) P(C]B) = 5/18. 
Napomena, Valja uočiti, v. Sliku 
10, da je u slučaju a) ACB pa.je' 
AB = A, dok u slučaju b) CZB 





(C nije specijalni slučaj od B), 
b) pa BC # 0. Napiši skupove A, Gi 
Slika 10 BG s pomoću njihovih elemenata, X 


U okviru klasične definicije vjerojatnosti za uvjetnu vjerojat- 
DOost može se izvesti jednostavna formula. Neka je dan prostor Sl = 

= bE, |14i& nj od n elementarnih jednako vjerojatnih dogadjaja E., 
= neka je S pripadno polje dogadjaja. Ako su A i B slučajni a 
iz S, kod čega je P(B)>0, tada je | 


P(A|B) = 
|B) = P(AB)/P(B) . (1.5) 
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Evo dokaza. Za dogadjaje A i B pretpostavimo slijedeće rastave 
na elementarne dogadjaje 


A 


LU 


E. +E +... + E. 
27 = im 


2 + Bh e00 t Bi 
Ji jo dk * 
gdje je po pretvostavci k>1. Takodjer pretpostavljamo da se doga- 


B=E 


djaj B ostvario, što znači da se dogadjaj B nije ostvario, tj. niti 
jedan elementarni dogadjaj iz s koji ne pripada dogadjaju B nije 
ge ostvario, pa ga ne treba uzimati u razmatranje. Novi prostor ele- 
mentarnih i jednako vjerojatnih dogadjaja je u = B =j By li« se kt, 
Koji elementarni dogadjaji iz tog prostora pripadaju dogadjaju A ? 
To su dakako svi elementarni dogadjaji iz produkta (presjeka) AB 
čiji rastav na elementarne dogadjaje neka bude 

AB= ." + &,, +... $ Bh . 
gdje je rek. Na temelju klasične definicije vjerojatnosti (u pro- 
storu 40, ) imamo P(A\B) = r/k, odakle podijelivši brojnik i nazivnik 
ga n dobivamo formulu (1.5), jer je r/n = PAB) i k/n = P(B) u pro- 
storu 0, Posve analogno se dokazuje formula 

P(B|A) = P(AB)/P(A) (1.6) 
uz pretpostavku da je P(A) >0. Obje posljednje formule mogu se pove- 
zati u slijedeći 
Teorem 8. (Teorem množenja) ; : 

P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(AIB). < (1.7) 

U srednjem izrazu mora biti P(A)#O0, a u posljednjem P(B)#0. M 


Treba li naći vjerojatnost produkta triju dogadjaja, možemo 


računati ovako: 


1.7a) 
PA,AA3) = PAjA2)A3) = PAA>)P(AJLAgA) = Pad) PAol An) PE A2) 


Metodom potpune indukcije formulu (17) moguće je poopćiti na 
n slučajnih dogadjaja: 


PGA see An) PG PGA Ag) PGA |AgA2) 00 PAL AJA zo + epa) + (148) 


Primjer 22. Svako slovo riječi "vjerojatnost" napisano je na 





EBT= 


posebnoj kartici, i sve kartice su zatim pažljivo izmiješane, Tri 


kartice se izvlače uzastopce. Kolika je vjerojatnost da ge dobije 
riječ "noj" ? 
Promatrani dogadjaj označimo sa A, a zatim uvedimo oznake: 
4 : u prvom izvlačenju dobiveno je slovo N : 
A, : u drugom izvlačenju dobiveno je slovo 0 
43 : u trećem izvlačenju dobiveno je slovo J. 
Znamo da je A = BrA2A3 , pa možemo primijeniti formulu (1.7). Znamo 
da je P(Aj) = 1/12, P(A,|A,) = 2/11, P(A[AjA9) = 2/10. Posljednju 
vjerojatnost računamo ovako: buđući da su izvučena slova N i O pre- 
ostalo je još 10 slova izmedju kojih se nasreću uzima jedno slovo, 
a za slovo J ima dva povoljna slučaja. Konačno je P(A) = biro = 
= 1/330. Napomena. Provedi sličan račun za neku od slijedećih riječi: 
Ante, janje, jarost, nosat, rast, reostat, tajnost, Troja, Vranje. M 
Primijetimo da uvjetna vjerojatnost ima sva svojstva obične vje- 
rojatnosti, Ako uvjet glasi "A ge ostvario", tada dogadjaj A ima 
značenje sigurnog dogadjaja, jer je prema (1,6) P(A|A) =P(A2)/P(A)= 
= P(A)/P(A) = 1. Ako su zatim Bi O disjunktni dogadjaji, tada su 
AB 1 AC takodjer disjunktni, pa vrijedi P(B+C|A) = P(A(B+C))/P(A)= 
= P(AB + AC)/P(A) = P(AB)/P(A) + P(AC)/P(A) = P(B|A) + P(C|A). Osim 


toga je zbog (1.6) P(BJA) 20, 
Za dogadjaje iz polja dogadjaja S uvest ćemo pojam stohastičke 


nezavisnosti, 
Definicija 14, Dogadjaji ELE Az». .,Ah nezavisni su u cjelini, 


ako za svaki izbor Aj, Mara Aj > 1&men vrijedi 


P(A 


LM * .. asađuj = Piti, Pe jaeiiik, i 


ui 
Napose, dogadjaji A i B nezavisni su ("u cjelini") ako je 
P(AB) = P(A)P(B) ,M (1.9) 
Definicija 15. Kažemo da je dogadjaj A nezavisan od B, ako je 
P(B)>01i P(A|B) = P(A), tj. ako ostvarenje dogadjaja B ne mijenja 


vjerojatnost ostvarenja dogadjaja A. X 


-38- 


Teorem 9, Ako je A nezavisno od B, tada su dogadjaji A i B (u 
cjelini) nezavisni. 

Dokaz. Pretpostavka glasi: P(B)>0 i P(A|B) = P(A). Iz formule 
(1.7) sad proizlazi P(AB) = P(A)P(B), a to je (1.9). Obrat općenito 
ne vrijedi, jer su dogadjaji A i V (u cjelini) nezavisni, ali A nije 
nezavisno od V, jer ta nezavisnost nije definirana, 

Pretpostavimo da je A nezavisno od Bi A # V, pa računajmo: 
P(B|A) = P(AB)/P(A) = P(A)P(B)/P(A) = P(B), dakle tada je i B neza- 
visno od A. Mogli bismo prema tomu za dogadjaje A i B različite od 
V uvesti pojam uzajarme nezavisnosti, što bi značilo da je A neza- 
visno od Bi B nezavisno od A. Uzajatina nezavisnost dogadjaja A i B 
povlači njihovu nezavisnost ( u cjelini), ali obrat ne vrijedi, 

Ako su A i B takvi od V različiti dogadjaji da su 1 A i B od V raz- 
ličiti, pa ako je A nezavisno od B, tada se može dokazati da su 


AiB, KiB, Zi 5 takodjer parovi uzajamno nezavisnih dogadjaja. 


Frimjer_23. Neka A označava dogadjaj da je slučajno odabrana 
osoba pušač, a B označava dogadjaj da je slučajno odabrana osoba 
obolila od raka, Neka istraživanja mogu dovesti do slijedećih rezul- 
tata: P(AB) = 0,003; P(AB) = 0,317; P(AB) = 0,002; P(AB) = 0,678. 
Čitav pravokutnik na Slici 11 predstavlja sigurni 
dogadjaj. Treba odrediti đa lisu dogadjaji A 1B 


zavisni. Računajući u Booleovoj algebri znamo da je 





A=AU =A(B+B) = AB+ AB , gdje su AB i AB dis- 


Slika 11 


junktni, i takodjer B= BU = B(A +14) = AB+ 1B, 
gdje su AB i ZB disjunktni. Prema tomu je P(A) = P(AB) + P(AB) = 0,32 
P(B) = P(AB) + P(AB) = 0,005 . Budući da je P(AB) = 0,003 # 0,0016 = 
=:P(A)P(B), zaključujemo da dogadjaji A i B nisu nezavisni! Za mjeru 
zavisnosti medju slučajnim dogadjajima A i B može služiti koeficijent 


korelacije 


R.. = —BUUB) - P(A)P(B) 
AB 


\/P(A)P(Z)P(B)P(B) 


So 


ća koji se može dokazati da je uvijek [Ran ]41 i da je RAB = 0 onda 
+ samo onda kad su dogadjaji A i B nezavisni, Izračunamo li R za 
pona A 1B iz ovog primjera, izlazi: Rin = 0,425.) s 

Primjer 24, Uredjaj je Priključen na elektrišnu nrežu, Vjerojat- 
AA ce napon mreže biti veći od nominalnog iznosi Pi. Verojatnost 
oštećenja uredjaja kod povećanog napona mreže iznosi Poe Treba naći 
vjerojatnost ovog dogadjaja: napon mreže sebovećao i uredjaj še kod 
toga oštetio, Uvedimo oznake za dogadjaje: A: napon mreže je veći 
od nominalnog; B: uredjaj je oštećen, U ovom primjeru je zadano P(A)= 
=Ri P(B|A) = P2, a traži se P(AB), tj. vjerojatnost istovremenog 
ostvarenja dogadjaja A 1 B. Po formuli (1,6) imamo P(AB) = P(A)P(B|A) 
PPIPo+M 

Primjer 25. Postoje stohastiški eksperimenti čiji prostor ele- 
mentarnih dogadjaja ima beskonačno mogo elemenata, a ipak se donek- 
le možemo koristiti klasičnom definicijom vjerojatnosti, Razmotrit 
ćemo slijedeći eksperiment, Novčić se baca sve dok ne isvadne grb. 
To je slog uvjeta G , Ako je na primjer tri puta ispalo pismo dok 
nije ispao grb, ishod eksperimenta označit ćemo sa E, = P1P2P3G, 
Jasno je što će označavati E, za n=1,2,3,... o Prostor elementarnih 
dogadjaja za ovaj eksperiment nije dakle konačan: 62 = i E,ln=1,2,...] 
a svi elementarni dogadjaji nisu jednako vjerojatni, Elementarni 
dogadjaji su ovdje složeni od niza jednostavnijih dogadjaja za koje 
je očigledno da su nezavisni u cjelini, Jer rezultat jednog bacanja 
novčića ne utjeće na ishode kod drugih bacanja novčića, Prema tomu 
Be PE) = P(PI)P(Po) i. P(P4-1)P(G6), gdje je P(P,)=1/2 za isl, 
: SERRA takodjerji P(G) = 1/2. Dakle P(E_) = 1/22 , n= 
tako da su nam poznate vjerojatnosti g E . i prrovnj 

vih elementarnih dogadjaja, 

koji su dakako u parovima disjunktni. Neka je S partitivni skup od 
Q, S = KP££2), U općem slučaju ne će biti dovoljno da samo konačne 
“ume i konačni produkti dogadjaja iz S budu sadržani u S, tj. ne će > 


Piti dovoljno da S bude snabdjeveno samo strukturom Booleove algebre, 
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nego će i beskonačne sume i beskonačni produkti dogadjaja iz S tre- 


bati pripadati klasi S, Tako će na primjer biti prirodno smatrati 


da je složeni dogadjaj E, + E,+ E, + ... jednak sigurnom dogadjaju 
U i da pripada klasi S, Takodjer bi bilo prirodno očekivati da će 


biti Eg + 8, * Eg+e..)= P(E,) + P(Eo) + P(E3) + o. = 1,što je 
u ovom Ča zaista ispunjeno, jer je 4/2 + 1/4 + 1/84 000 = L 

U vezi sa slogom uvjeta (S mogu se promatrati ovi slučajni dogadjaji: 
A: eksperiment je završio nakon manje od 4 bacanja novčića: 

B: eksperiment je završio nakon parnog broja bacanja novčića. 

Rastav dogadjaja A na elementarne dogadjaje glasi A = E,+E+53 , pa 
je P(A) = P(E,) + P(E>) + P(E,) = 1/2 + 1/4 + 1/8 = 7/8. Dogadjaj 

B raspada se na beskonačno mogo specijalnih slučajeva: B = E, + E, + 
+B6+..., pa bi trebalo biti P(B) = N/22 + N/25 4 1/29 + 20. = 1/3. 
Medjutim, izračunavanje ove vjerojatnosti nije zasnovano na klasič- 
noj definiciji vjerojatnosti i primijenjeni postupak samo ukazuje 

na potrebu da se za proučavanje nekih jednostavno formuliranih sto- 
bastičkih eksperimenata klasična definicija vjerojatnosti mora voop- 
ćiti tako da egzaktno obuhvati i ovakve probleme. Pokazuje se da je 


u tako poopćenoj teoriji primijenjeni postupak točan. A 


. Geometrijska definicija vjerojatnosti 





4. 169 
Zamislimo adje u ravnini (točnije: u euklidskom dvodimenzional- 
nom prostoru) zadan kvadrat U, vidi Sliku 12. Stohastički eksperi- 
ment sastoji se u tome da točka na slučaj= 
ni način pada na kvadrat, Radi kraćeg izra- 
žavanja ovakvu točku zvat ćemo slučajnom 
točkom. Ako slučajna točka nije pala na kva“ 
drat, smatramo da eksperiment uopće nije re“ 
U aliziran. Promatrat ćemo samo one podskupov? 
točaka zadanog kvadrata, kojima je moguće 


zao že pridružiti odredjenu površinu. Takav je na 





io 


primjer skup točaka A na Slici 12, Ako slučajna točka padne na pod- 
skup A reći ćemo da se ostvario dogadjaj A. I ovdje dakle upotre- 
bljavamo iste oznake za skupove i pridružene dogadjaje. Postavlja 

se pitanje kako treba definirati vjerojatnost slučajnog dogadjaja 

A, Prije svega valja primijetiti da ovdje proučavani stohastički 
eksperiment ima beskonačno mnogo ishoda, jer kvadrat ima (čak ira 
brojivo) beskonačno mnogo točaka, Klasična definicija vjerojatnosti 
ovdje je dakle neprimjenjiva. No prirodno je smatrati dva slučajna 
dogadjaja jednako vjerojatnim ako su pripadni podskupovi kvadrata 

U jednake površine. Isto tako je prirodno smatrati da će vjerojatno- 


5t dogadjaja A biti srazmjerna površini pripadnog skupa točaka A 
, 


. kod čega vjerojatnost dospijevanja slučajnakočke u kvadrat U mora 


biti jednaka 1, jer se tu radi o sigurnom dogadjaju. Sve ove okol- 
nosti upućuju na slijedeću definiciju, Ako površinu skupa A označi- 
mo sa m(A), a površinu kvadrata U sa m(U), tada je vjerojatnost slu- 
čajnog dogadjaja A 


P(A) = (A) , 
m(U) (1.10) 


Daljnja poopćenja ove definicije su ori evimiu. Prije svega kvadrat 

U može biti zamijenjen bilo kojim skupom točaka u ravnini ("geomet- 
rijskim likom") koji ima odredjenu površinu. Taj skup točaka takodjer 
će predstavljati sigurni dogadjaj, pa ćemo ga i dalje označavati sa 
U. Nadalje ne moramo ostati u dvodimenzionalnom prostoru. Možemo .sli- 
čna razmatranja vršiti u jednodimenzionalnom prostoru, primjerice na 
pravcu, gdje će sigurni dogadjaj biti prikazan segmentom U, a ostali 
dogadjaji segmentima i njihovim daijuma sadržanim u U. Za mjeru ovak- 
Vih skupova uzimamo njima pridružene duljine, U trodimenzionalriom 
euklidskom prostoru dozvolit ćemo samo one skupove točaka kojiina je 
moguće pridružiti odredjeni volumen. Tu će dakle volumen služiti kao 
Mjera skupa točaka. Vjerojatnost. dogadjaja A bit će omjer volumena 


Skupa A i volumena skupa U, Ovu definiciju vjerojatnosti, koja se 
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“analogno može poopćiti i na euklidske prostore sa više ni ? oni 
zije, LAJE geometrijskom; u svim tim slučajevima jata ima 
oblik (1.10), gdje U označava sigurni dogadjaj. Ipak je poen : 
rovesti diskusiju o definiciji vjerojatnosti na modelu u dvodimen 
Ara prostoru, prikazujući sigurni dogadjaj u obliku jeni 
Operacije nad dogadjajima definiraju se slično kao u 1.2. . 
na primjer ako A označava dogadjaj da slučajna točka pada u skup A, 
a B označava dogadjaj da slučajna točka pada u ada: tada A + . 
označava dogadjaj da slučajna točka pada u skup A ili u skup B, tj. 
u skup AUB, dok AB označava dogadjaj da slučajna točka pada i u 


j aji 
A iuskup B, tj. u skup ANB, vidi Sliku 13. Ako su dogadjaj 
skup i A . T 


Bi ad i 


Slika 15 
Slika 13 Slika 14 


(skupovi) A i B disjunktni, dogadjaj AB je nemoguć, s Sliku 14. 
I označava dogadjaj da slučajna točka pada u skup A koji je asa 
ment skupa A u odnosu na kvadrat U, vidi Sliku 15. Na temelju defi- 
nicije (1.10) i intuitivnog shvaćanja Bomesine sad je jasno da za 
disjunktne dogadjaje A i B vrijedi 


m(AUB m(A) + mB)_ mA), BB). p(A) + PB) e 
P(A+B) = ae . mU 


m(U)  m(U) 


g jivati: 
Ako dogadjaji A i B nisu disjunktni, trebat će ovako rasudjiv 


A m(B m(A/\B - 
U m(A) + m(B) - mlANB) _ m # a : 
P(A+B) = a 2 - mCU ai ma) mCU) 


= P(A) + P(B) - P(AB). pram 
| ja i obivamo # 
Formulu za vjerojatnost suprotnog dogadjaja isto tako lako 


PZ) = mA) _mU) - mA) la MA) La P(A) e 


m(U) m(U) m(U) 
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“pomenimo da geometrijska definicija vjerojatnosti predstavlja poop- 


ćenje klasične, Zaista, neka je zadan Stohastički eksperiment na 
koji je moguće Primijeniti klasičnu definiciju vjerojatnosti, a to 
znači da imamo prostor elementarnih dogadjaja Bi, Popa g od 
kojih svaki ima vjerojatnost 1/n, Sad je dovoljno kvadrat U podije- 
liti na n jednakih dijelova (na primjer u paralelne pruge) i te 
dijelove pridružiti dogadjajima bi, pa imamo jedan model u okviru 
geometrijske definicije vjenejatacsti ekvivalentan zadanom modelu 
u okviru klasične definicije, 

Geometrijska definicija vjerojatnosti ipak je Općenitija od kla- 
Sične, Kod klasične definicije je P(A) = 0 onda i samo onda kad je 
A nemoguć dogadjaj, Zamislimo sad u kvadratu U jedan segment I prav- 
ca, To je takodjer skup točaka iz U kome je moguće pridružiti povr- 
šinu m(I) = 0. Dogadjaj I nije nemoguć, slučajna točka može pasti 
na segment I, ali je vjerojatnost tog dogadjaja po definiciji (1.10) 
jednaka 0, Prazni skup V je podskup od U koji ne sadrži ni jednu 
točku, pa jem(V) = 01 zato P(V) = 0. Dakle i po definiciji(1.10) 
je vjerojatnost nemogućeg dogadjaja jednaka nuli, Takodjer je vje- 
rojatnost sigurnog dogadjaja U jednaka 1, no ako je vjerojatnost 
nekog dogadjaja A jednaka 1, to ne mora povlačiti da je dogadjaj 
A siguran. Glavna razlika izmedju klasične i geometrijske defini- 
Cije vjerojatnosti proizlazi odatle, što je geometrijska definicija 
Primjenjiva na stohastičke eksperimente s beskonačno mogo ishoda. 
Pokazuje se da je geometrijska definicija vjerojatnosti, kako je 
Ovdje iznesena, u skladu s doičnebekou definicijom, te da stoga 
može biti upotrijebljena za rješavanje problema teorije vjerojatno- 
Sti, za koje je ta definicija najprikladnija, 

Medjutim, geometrijska definicija vjerojatnosti primjenjiva je - 
i na neke probleme negeometrij skog karaktera, 


Primjer 26. ("Problem susreta") Dvije osobe X i y ugovorile su 


“Ahe 


sastanak na odredjenom mjestu izmedju 7 i 8 gati navečer, pri čemu 


onaj koji prvi stigne čeka drugoga 20 minuta, nakon čega odlazi, 


Kolika je vjerojatnost njihova susreta, ako su vremena njihovih 
dolazaka slučajni i nezavisni dogadjaji? 
Vremena dolazaka, izražena u minutama računatim od 7 sati nada- 


lje označimo sa x odnosno y za osobu X odnosno Y, Eksperiment je 
realiziran ako je O£x£60 i 0€y 460. 
Jednoj realizaciji eksperimenta odgova- 
ra odredjeni par brojeva (x,y), dakle 
odredjena točka u Kartezijevu koordinat- 
nom sustavu,vidi Sliku 16. Drugim rije- 
čima, jednoj realizaciji eksperimenta 
odgovara padanje guišajno točke u ozna- 


čeni kvadrat na Slici 16. Nuždan i dovo- 


20 60 x 





Slika 16 ljan uvjet susreta osoba X i Y glasi 


= y|&£20. Mogli bismo reći da je ovim uvjetom definiran slučajni 


dogadjaj A. Dogadjaj A se ostvario ako je uvjet ispunjen, a nije se 


ostvario ako uvjet nije ispunjen pri realizaciji eksperimenta. Ovaj 


uvjet zadovoljavaju one i samo one točke kvadrata, koje pripadaju 


skupu A, vidi Sliku 16. Površina kvadrata iznosi m(U) = 607 a povr- 
60% - 40% . Primjenom geometrijske definicije 


m(A)/m(U) = 5/9.X 


Mnogi matematičari podvrgavali su geometrijsku definiciju vjero- 


šina skupa A m(A) = 


vjerojatnosti nalazimo P(A) = 


jatnosti oštroj kritici, smatrajući da za stohastičke eksperimente 
sa beskonačno mnogo ishoda nije moguće dati jednu dobru definiciju 
vjerojatnosti. Prvi medju njima bio je francuski matematičar 
H. Poincarći Prigovore takve vrste najbolje ilustrira tzv. Bertrandov 
paradoks, 

Primjer 27. ("Bertrandov paradoks") U krugu odabire se nasreću 


tetiva, Kolika je vjerojatnost da duljina tetive ne bude manja od 


stranice krugu upisanog jednakostranog trokuta (dogadjaj E)? 






' 
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Bertrand je dao tri rješenja ovog problema. 

Rješenje 1. Iz razloga simetrije možemo smatrati da su sve slu- 
čajne tetive paralelne sa zadanim pravcem D, vidi Sliku 17. Foložaj 

p tetive jednoznačno je odredjen točkom T na 
dijametru AB. Dužina AB duljine m(AB) pred- 
stavlja dakle sigurni dogadjaj. Lako je vi- 
djeti da je dogadjaj E prikazan pomoću du=- 


žine CD, postavljene simetrično obzirom na 





središte kruga 0, duljine m(CD) upola manje 
od m(AB), Ako tetive, naime, nisu od sredi- 


Sl Š j 
ika 17 o šta kruga udaljene za više od pola radijusa 
ka 


. njihova duljina ne će biti manja od stranice upisanog jednakostranog 





trokuta, Po geometrijskoj definiciji dobivamo P(E) = m(CD)/m(AB) = 
E4/2, 

Rješenje 2. Iz razloga simetrije nošeno smatrati da sve slučajne 
tetive polaze iz jedne čvrste točke T na 
periferiji zadanog kruga, vidi Sliku 18. 
Oko točke T kao središta opišimo polukruž- 
nicu ACDB. Luk AB predstavlja sigurni doga- 
djaj. Ako točke O 'i D dijele ovaj luk na 
tri jednaka dijela, tada je 2LOTD = 1/3, 





Očito je da luk CD predstavlja dogadjaj E. 


Slika 18 
Nosti nalazimo P(E) = m(CD)/m(AB) 


Primjenom geometrijske definicije vjerojat- 
= 1/3, gdje smo sa m(AB) označili 
duljinu luka AB. 

Rješenje 3. Tetiva je jednoznačno odre- 
djena svojim raspolovištem T, osim u sluča- 
Ju kad prolazi središtem kruga, vidi Sliku 


19. Vjerojatnost da slučajna tetiva prola- 





Zi središtem kruga jednaka je 0, pa te slu- 
čajeve možemo tretirati kao šeden jedini 


Slika 19 
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ishod eksperimenta, Sigurni dogadjaj prikazan je krugom radijusa R, 
a dogadjaj E prikazan je koncentričnim krugom radijusa R/2, Za mje- 


re skupova sad uzimamo površine, pa je tražena vjerojatnost P(E)=1/4 





Postavlja se pitanje što u gornjem rasudjivanju nije ispravno, 
Tri različite vjerojatnosti za jedan te isti slučajni dogadjaj E ne 
mogu postojati. Odgovor se sastoji u tome da smo uslijed nedovoljno 
precizno zadanog sloga uvjeta GS rješavali tri posve različita pro- 
blema. U prvom rješenju slog uvjeta S, glasi: valjajući se u ravni- 
ni kruga, u smjeru zadanog dijametra, valjkasti Štap se na slučajni 
način zaustavlja u nekom položaju u kome presjeca taj dijametar, vi- 
di Sliku 17. Jednako vjerojatnim smatraju se svi segmenti na dija- 
metru AB jednake duljine. Dogadjaj E definiran je kao u Primjeru 27, 
U drugom rješenju slog uvjeta S, glasi: Štap je zglobno ušvršćen u 
zglobu T na periferiji zadanog kruga, slobodno rotira eko zgloba T 
u ravnini kruga i zaustavlja se u slučajnori položaju. Jednako su 
vjerojatni svi lučni segmenti jednake duljine, sadržani u luku AB, 
Dogadjaj E definiran je kao u Primjeru 27. Za treće rješenje slog 
uvjeta o, glasi: U ravnini je zadan krug radijusa R. Na krug pada 
slučajna točka, Jednako su vjerojatni svi Skupovi točaka jednake po- 
vršine, sadržani u krugu. Promatra se dogadjaj: slučajna točka pala 
je u koncentrični krug radijusa R/2, 

Možda se čini da je slog uvjeta 6, najbliži onom, kojŽVi. Pri- 
mjeru 27 neprecizno Poni isu. To ipak nije tako, Eksperiment sa 
odabiranjem slučajne tetive u krugu moguće je "najprirodnije" rea- 
ližirati ovako: u ravnini je zadan krug i na taj krug pada "slučaj- 
ni pravac" , pa ačpromatra tako nastala tetiva. No posve ekvivalen- 
tan eksperiment mogao bi se ovako formulirati: u ravnini su iserta- 
ni ekvidistantni pravci; udaljenost susjednih vravaca iznosi 2a, Na 
tu ravninu na slučajni način pada krug dijametra 2a, Tako ge dobiva 


"slučajna tetiva", Lako je vidjeti da ge tu radi o slogu uvjeta San» 
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dakle o prvom rješenju, ako se traži vjerojatnost dogadjaja E.M 

Bertrandov paradoks pokazuje koliko je za primjenu teorije vje- 
rojatnosti važan pojam o slogu uvjeta O. 

Razmotrit ćemo još jedan interesantan problem koji se rješava 
primjenom geometrijske definicije vjerojatnosti, : 

Primjer 28. (Buffonov problem igle) Horizontalna ravnina igerta- 
na je ekvidistantnim pravcima tako da je udaljenost susjednih prava- 
ca 2a. Na tu ravninu na slučajni način pada igla duljine 21, 1<a, 
Traži se vjerojatnost slučajnog dogadjaja A: igla presjeca jednu od 


paralela. 


Da bismo lakše primijenili analitičke metode, uvedimo u ravnini 


* Kartezijev koordinatni sustav: jednu od paralela orijentirajmo i 


nazovimo x os, pa na nju postavimo orijentirani okomiti pravac i 
neka se on zove os y. Ako igla leži u ravnini, njezin položaj prema 
paralelama možemo jednoznačno opisati na slijedeći način: neka je 
udaljenost središta igle od najbliže paralele označena sa Z; ako je 
Bredište jednako udaljeno od dviju paralela, tada ćemo uzeti z =a; 
neka je * kut izmedju igle i pozitivnog smjera osi X, kod čega 
iglu smatramo orijentiranom tako da ge orijentacija njezine projek- 
Cije na os y poklapa s orijentacijom osi y; ako je igla paralelna s 
Osi x, smatrat ćemo da je tada SaD. Izmedju svih mogućih ishoda 
eksperimenta i svih mogućih parova (f,z), gdje je 0O€f41T, Oz z<a, 
Postoji uzajamno jednoznačno pridruženje (bijekcija). No dogadjaj 


F=T, O0<z&a ima vjerojatnost nula, tako da u ovom slučaju sigurni 


dogadjaj možemo definirati uvjetima OZ PLN, 04ze a, i prikazati 


pomoću (zatvorenog) pravokutnika na Slici 





20, gdje je m(U) = a, Nuždan i dovoljan 
uvjet da se ostvari dogadjaj A glasi: 


241 sinf , 0 +44". Pripadni skup 'toča- 





AMA, 


Bk 


=? sin?) ima površinu 


ka (ispod jednog poluvala sinusoide Z = 


. Slika 20 


-48- 


u 
ala) = E giny df = 22. 


e) 
Tražena vjerojatnost je dakle P(A) = m(A)/m(U) = 21/aX (1.11) 

Ovaj rezultat izražava jednu stohastičku zakonitost. Ako je geo- 
metrijska definicija vjerojatnosti u skladu s našim shvatanjem sto- 
hastičke zakonitosti, onda dobiveni rezultat možemo podvrći eksperi- 
mentalnoj provjeri! Zaista, ako N puta ponovimo eksperiment bacanja 
igle, pa se M puta ostvari dogadjaj A (igla presjeca neku od para- 
lela), tada relativna frekvencija w = M/N ne bi smjela značajnije 
odstupati od izračunate vrijednosti P(A), ako je N dovoljno veliko, 
Formula (1.11) tada daje 


sata 
Ks=fg o: 





Pigac ovih redaka izvršio je geriju od 470 eksperimenata s iglom 
duljine 24 = 208 mm i razmakom medju paralelama 2a = 24, Valja napo- 
menuti da se vrlo pažljivo moraju ostvariti uvjeti slučajnosti u 
ovom eksperimentu. Igla se na primjer može držati izmedju dva prsta 
u približno (slučajno) vertikalnom položaju, dovoljno visoko iznad 
horizontalne ravnine, te oslobadjajući samo gornji kraj igle omogu- 
ćiti njezino padanje na slučajni način. Eksperimenti su vršeni u 
četiri kraće serije i dobiveni su ovi rezultati: 

l. serija: Nj = 119; My = 70; 1/w = N/M) = 1..70000 
2. serija: No=119; M, = 80; 1/w, = No/M, = 1,48750 
No/M> 1,506 
NA/M, = 1,586. 


3. serija: N, = 113; M, = 753 1/w 
119; My = 15; 1/w, 
Uzmemo li rezultate svih eksperimenata u cjelini, dobivamo N = 470; 


= 300; 1/w = N/M = 1,56, pa je 2N/M = 3,13, što je dosta blizu 


UJ 
U 


4, serija: NA, 


broju “. Medjutim, već na ovom primjeru poučno je razmotriti slije“ 
deću metodu: U četiri manje serije eksperimenata dobivaju se vrijed“ 
nosti 2N. i/M kako slijedi: 3,40000; 2,97500; 3,013335 3, 17333. Ako 


se sad izračuna aritmetička sredina ovih brojeva, dobiva se 3, 140415: 
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a ovaj broj je bolja aproksimacija za Tr nego 1li 3,13. Kasnija teo- 


retska razmatranja dat će objašnjenje za ovu pojavu, M 


1.6. Relativna frekvencija 


Stohastički eksperiment neka je definiran slogom uvjeta S, za 
koji pretpostavljamo da ga možemo realizirati neograničeni broj puta, 
i neka je s tim eksperimentom vezan slučajni dogadjaj A. Ako se u 
nizu od n eksperimenata dogadjaj A ostvario m puta, reći ćemo da je 
m frekvencija dogadjaja A, a W(A) = m/n relativna frekvencija tog 
dogadjaja, Pogledajmo kakva svojstva ima relativna frekvencija, 
Posve je jasno da relativna frekvencija bilo kojeg dogadjaja mora 
biti nenegativni broj koji ne premašuje 1, Relativna frekvencija 
sigurnog dogadjaja mora biti jednaka 1. Ako su A i B dva disjunktna 
Slučajna dogadjaja koji su vezani uz promatrani stohastički eksperi- 
ment i ako se u nizu od n eksperimenata dogadjaj A ostvario mA puta 
a dogadjaj B mp puta, tada se dogadjaj A + B ostvario m + mp puta, 


pa je m + m 
W(A + B) = X = m,/n + mp/n.= W(A) + W(B) 





Tako nalazimo da za relativnu frekvenciju slučajnih dogadjaja vrije=- 
de medju ostalim i ova pravila: 

1.) O<&W(A)&1l za svaki dogadjaj A 

2.) WU) = 1, gdje je U sigurni dogadjaj 

3.) WA +B) = W(A) + NM(B) za svaka dva disjunktna dogadjaja, 
Primijetimo da slična svojstva ima funkcija ae taknovta i u okvi- 
ru klasične i u okviru geometrijske definicije. Njemački matemati- 
čar R. von Mises pokušao je fundirati teoriju vjerojatnosti na 
aksiomu koji bi tvrdio da niz relativnih frekvencija WCA) = m/n 
konvergira k jednom broju koji nazivamo vjerojatnošću slučajnog 
dogadjaja A, kad n teži u neizmjerno. Iz iskustva je poznato da 
Telativna frekvencija WA) sve rjedje značajnije odstupa od sta- 


novitog broja ako je n dovoljno veliko, ali to ipak ne daje razloga 
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da se prihvati konvergencija niza WA) u strogo matematičkom smi- 
glu. Iako pokušaji da se teorija vjerojatnosti fundira na ovim prin- 
cipima nisu urodili plodom, i danas je pojam relativne frekvencije 
slučajnog dogadjaja za mnoge primjene neizbježan. Tako se vjerojat- 
nost dogadjaja: "s pomoću automata proizveden element je loš" naj- 
češće ne može izračunati ni pomoću klasične niti pomoću geometrij= 
ske definicije vjerojatnosti, nego jedino na temelju promatranja 
možemo dobiti relativnu frekvenciju loših proizvoda u seriji. Nije 
stoga neobično što relativnu frekvenciju ponekad nazivaju i statis- 
tičkom vjerojatnošću. Ovim pojmom koriste se u proučavanju ekonomi- 
je, demografije, populacije, osiguranja i uopće u svim onim podru- 
čjima istraživanja, gdje dolaze do izražaja masovne pojave, a ne po- 
stoji mogućnost da na temelju nekih. poznatih zakonitosti ili sime- 
trije dodju analitičkim putem do mjere ostvarivosti promatranih 
slučajnih dogadjaja. 

Koliko je permanentnost relativne frekvenčije vezana s nekim 
prirodnim pojavama masovnog karaktera možda najljepše ilustrira jed- 
no Laplaceovo otkriće. Laplace je proučavajući zakonitosti u radja- 
nju dječaka i djevojčica obradjivao odgovarajuće demografske podat- 
ke za Berlin, London, Petrograd i cijelu Francusku, Svagdje je omjer 
broja »udjenih dječaka prema ukupnom broju novorodjenčadi bio kroz 
dugi niz godina stalan i iznosio je 22/43 € 0,512. No istovremeno 
za Pariz je u toku 40 godina (od 1745. do 1784.) taj omjer bio ne- 
znatno manji: 25/49 £ 0,510, Ipak je to odstupanje zainteresiralo 
Laplacea, pa je nakon istraživanja ustanovio da su u Parizu u ukup= 
ni broj novorodjene dševe diijušivati i nahočad, a okolno stanovni- 
štvo češće je napuštalo novorodjenčad ženskog vola i to je pokvari- 
lo statističke podatke. Kad je Laplace isključio iz računa broj na- 
hočadi, i za Pariz je omjer bio 0,512, 


Vrijednost statističke vjerojatnosti nipošto nije umanjena poja“ 
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vom modeime teorije vjerojatnosti, no svima onima, koji teoriju 
vjerojatnosti moraju primjenjivati na imalo ozbiljnije probleme 
statistička vjerojatnost ne može zamijeniti aksiomatski Pristu te- 
oriji vjerojatnosti, Bitni nedostatak statističke vjerojatnogti leži 
u tomu, što se ona ne može strogo definirati, Relativna frekvencija 
nekog slučajnog dogadjaja zavisi od broja eksperimenata u seriji, pa 
ge ne zna koju od tih frekvencija bi stvarno trebalo uzeti ona 
jatnost, No iskustva koja stičemo istražujući relativnu frekvenciju 
slučajnih dogadjaja čiju vjerojatnost možemo izračunati pomoću kla- 
sične ili geometrijske definicije vjerojatnosti pokazuju da relativ- 
na frekvencija uz stanovite uvjete može poslužiti kao aproksimacija 
vjerojatnosti. Upravo ovo iskustvo dovodi do uvjerenja da i u mnogim 
slučajevima, kad ne možemo vjerojatnost izračunati nekim analitičkim 
postupkom, smijemo smatrati da slučajni dogadjaji imaju odredjenu 
vjerojatnost, koju možda točno nikad ne ćemo saznati, ali kojoj se 

S pomoću relativne frekvencije možemo više ili manje približiti, i 
to uz odredjenu vjerojatnost valjanosti ovakve procjene. U ovom pro- 
širenju shvaćanja pojma vjerojatnosti leži izvor aksiomatskog zasni- 
Vanja teorije vjerojatnosti, a takodjer i dalekosežnost primjenji- 


VOSti ove teorije, 


1.7. Aksiomatsko zasnivanje teorije vjerojatnosti 


U odjeljku 1.4. uveli smo pojam klasične definicije vjerojatnosti. 
Moramo reći da stvarna klasična definicija vjerojatnosti, koju je 


dao 1812. god. francuski matematičar Pierre S, Laplace u djelu [5), 


hije bila zasnovana na pojmu elementarnog dogadjaja i Booleovoj al- 


. Bebri dogadjaja, Mi smo namjerno modificirali povijesni razvoj da bi- 


Smo olakšali razumijevanje suvremene teorije vjerojatnosti. Zaista, 
u M s : am PIE 
Vrijeme početnog razvoja teorije vjerojatnosti nisu mogli odgovo- 


Piti na pitanje: Što je to vjerojatnost? , a pitanje u takvom obli- 
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ku nisu ni postavljali. Oni su znali izračunati vjerojatnosti jedno- 
stavnijih slučajnih dogadjaja i to im je davalo intuitivni osjećaj 
o pojmu vjerojatnosti. Na temelju razmatranja u odjeljku 1.4. mi mo- 
žemo reći: Vjerojatnost je realna funkcija definirana na Booleovoj 
algebri dogadjaja, sa vrijednostima u segmentu [0, 1]. Da li je po 
toj definiciji teorija vjerojatnosti matematika ili fizika? Ovo pi- 
tanje može danas paradoksalno zvučati, ali je istina da su matemati- 
čari teoriju vjerojatnosti uključivali u fiziku sve do prije četrde- 
setak godina. Jedan od najvećih i najsvestranijih matematičara svih 
vremena, njemački matematičar David Hilbert, u svom čuvenom govoru 
uMatematički problemi" što ga je održao na II Medjunarodnom kongre- 
su matematičara u Parizu 1900. godine , naveo je 23 značajna i (do 
tada) neriješena problema čiste i primijenjene matematike. Šesti 
problem ima naslov: "Matematičko izlaganje aksioma fizike" i zapo- 
čšinje ovako: "S istraživanjima osnova geometrije tijesno je vezan 
problem o aksiomatskom zasnivanju po istom uzoru onih fizikalnih gra- 
na u kojima već sada matematika igra značajnu ulogu: to su u prvom 
redu teorija vjerojatnosti i mehanika," Za nas su interesantna dva 
zaključka: Hilbert je teoriju vjerojatnosti smatrao granom fizike, 
i postavio je matematičarima zadatak da tu teoriju aksiomatiziraju 
slično kao što je Euklid prije više od 2000 godina aksiomatizirao 
geometriju. Nedugo poslije ovog Hilbertova govora pojavljuju ge prvi 
značajniji pokušaji da se aksiomatizira teorija vjerojatnosti. Iako 
Hilbertov utjecaj ne treba zanemarivati, glavni uzrok ovakvom raz- 
voju teorije vjerojatnosti treba pripisati činjenici da su upravo 
u to vrijeme u matematici počeli sazrijevati uvjeti za egzaktno fun" 
diranje teorije vjerojatnosti, a značajne uspješne primjene te teo- 
rije samo su ubrzavale ovaj razvoj. 

Egzaktno fundiranje teorije vjerojatnosti djelo je mnogih mate“ 


matičara, no sovjetski matematičar A.N. Kolmogorov dao je završni i 
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okno oblik toj teoriji u svome radu [5) od 1933. god, 
Iako riječ "aksiom" za mnoge zvuči suviše svečano, aksiomatski pri- 
stup nekoj matematičkoj teoriji uvijek je najlakši pristup. Razumi- 
jevanje aksioma teorije vjerojatnosti Pripremnali smo u svim preiisav 
nim odjeljcima, Napose, ako se pomno razmotri nizanje tekija u od- 
jeljku 1,4, vidi se da se dokazi samo prvih triju teorema oslanjaju 
na klasičnu definiciju vjerojatnosti, a svi ostali teoremi izvode 
se iz ta prva tri teorema, U odjeljcima 1.5. i 1.65. vokazano je da 
geometrijska i statistička vjerojatnost imaju ista svojstva, koja 
su za klasičnu vjerojatnost izrečena u sponenutim trima teoremima, 
Nije stoga daleko ideja da ova tri svojstva uzmemo za aksiome, tje 
za tvrdnje o vjerojatnosti koje ne treba dokazivati. Tako je postu- 
pio Kolmogorov. On polazi od prostora $2 Padiogaiih dogadjaja. 
Pojam "elementarni dogadjaj" ostaje nedđefiniran, Svaki pravi pod- 
skup skupa 9% naziva se slučajnim dogadjajem, Przni podskup od Se 
označava se sa Bi naziva nemogućim dogadjajem, a skup $e naziva se 
Sigurnim dogadjajem. Ako je S = PQ) partitivni skup od SL. tada 
S uz aksiome Booleove algebre čine Booleovu algebru dogadjaja (koju 
u teoriji vjerojatnosti češće nazivaju poljem dogadjaja). No u općem 
Slučaju moguće je da i neki podskup od S čini Booleovu algebru. Neka 
je ACS. Može se pokazati da će i JE (uz iste operacije kao u S) 
činiti Booleovu algebru ako su ispunjeni ovi uvjeti: 

l. Re 

2, Za svaki par dogadjaja A i B iz A jeA + Be 

3. Za svaki dogadjaj A iz A jelf&d, 
Pokazuje se da A nije zatvoreno samo obzirom na zbrajanje nego i 
Obzirom na množenje dogadjaja. Definicija vjerojatnosti sada glasi: 

Definicija 16. Vjerojatnost P na Booleovoj algebri /t podskupo= * 


v i A : 
a od SP je preslikavanje Boolove algebre A u skup realnih brojeva, 


“0 Koje zadovoljava slijedeće aksiome: 
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A,. Za svaki Ae vrijedi P(A)20; P(S2) = 1. 

A,.(aditivnost) Ako su dogadjaji Ag, Apreeeo An iz A u parovi- 
ma disjunktni, tada je P(Aj+Aot+e +40) s P(A1)+P(Ap)+..+P(A,).+M 

. Neprotuslovnost sustava aksioma može se dokazati tako da se 
nadje jedan konkretni model koji zadovoljava dane aksiome. Proma- 
+rajmo konačni prostor 9 = ŽE» Egs+e+., Bi elementarnih dogadja- 
ja Ej, i=1,2,...,n, koji su svi medjusobno različiti, i načinimo 
Booleovu algebru ft = (4). Neka za funkciju P vrijedi: P(B)=0, 
PR) = 4, PM) = Pi20, 1=1,2,...,n, kod čega je 
Pa + Pot eee + Pyo7 gre (1:12) 

Ako je AE E i A#9, neka bude A =5 Dao Biste m. miami 
<.o. Liv ćn, 14k<£n, pva definirajmo P(A) = e i Može 
se pokazati da je na ovaj način definirana vjerojatnosna funkcija 
koja zadovoljava aksiome An i Age kaeaioni Kolmogorova dakle nisu 
protuslovni. Ovi aksiomi nisu ni kategorični, budući da postoji više 
različitih (tj. neizomorfnih) modela, koji zadovoljavaju ove aksi- 
ome. Dosta je da nadjemo dva takva različita modela, što ćemo posti- 
ći odabiranjem brojeva p, u jednadžbi (1.12) na dva različita načina, 


Za prvi model uzmimo p; = 1/n, i=1,2,...,h, Što znači da su vjero- 


"1 
jatnosti svih elementarnih dogadjaja jednake. Za drugi model stavirno 
Pi 7 1/3*, i=1,2,...sn=1, hh 5(1+31-7), Jasno je da se može naći 
beskonačno mnogo različitih modela, jer ješnndika (1.12) ima besko- 
načno mnogo različitih nenegativnih rješenja. Nekategoričnost 
aksioma Kolmogorova nije nedostatak, već je naprotiv normalni zah- 
tjev. Za različite stohastičke probleme pripadne Booleove algebre 
dogadjaja mogu biti jednake, ali vjerojatnosti jednakih dogadjaja 
ne moraju biti jednake. 

Primjer _29. Za bilo koju igraću kocku imamo prostor elementar- 
nih dogadli aja Q = $ E, | 1<i<đ 6!, kao u Primjeru 12, Ako se vrši 
stohastički eksperiment s idealnom kockom, stavit ćemo P(E;) = 1/6, 


1£1i€6. No vjerojatnosti elementarnih dogadjaja za stohastički ek$S“ 
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periment s nekom "realnom" igraćom kockom mogle bi biti i ove: 
P(E,) = 0,1662, P(B2) = 0,1664, P(E.) = 0,16668, P(E,) = 0,166, 
P(B;) = 0,1668, P(E£) = 0,1669 = 0,167.X “ 

Daljnji razvoj teorije vjerojatnosti, kao na primjer potreba da 
ge egzakino riješi problem iz Primjera 25, doveo je do uvodjenja 
Booleove € -algebre. Neka je Ac RR) Booleova algebra kao i ranije, 
i neka je he, i=1,2,3,..., proizvoljni beskonačni niz dogadjaja 


iz A. Ako je za svaki takav niz 


a. 
| ba e 
: i=14 


reći ćemo da je E Booleova G -algebra ili Borelovo polje dogadjaja 
(po velikom francuskom matematičaru Emilu Borelu). Strukturu A često 
nazivaju naprosto 6 -algebrom. Primjenom de Morganovih formula (koje 
vrijede i u ovom slučaju) pokazuje se da je i 

oo 

[ laja.t : 

i=1 
Možemo dakle reći da je A zatvoreno obzirom na beskonačne sume i 
beskonačne produkte, 


Verojatnost P se sad definira nad 6 -algebrom A tako da se u 


"Definiciji 16 aksiom Ao zamijeni novim aksiomom 


A;.(S -aditivnost) Neka dogadjaji A,& A, i=1;2,3,..., čine ko- 


načan ili beskonačan niz u parovima disjunktnih dogadjaja. Tada vri- 


(> NE 2.54) , 


gdje se sumiranje vrši preko svih dogadjaja iz niza. 


jedi 


Može ge pokazati (isp. npr. [7\, str. 53) da je aksiom A; ekvi- 
Valentan slijedećem aksiomu : 
A5“. (aksiom neprekinutosti)-Ako je niz dogadjaja EA, i=1,2, 


3,..., takav da je BiD Bin» i=1,2,3,..., a produkt 
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je nemoguć dogadjaj, tada je lim P(B;) = 0 
i—>oo 


o Rezimirajući ova razmatranja možemo reći da za precizno defini- 
ranje pojma vjerojatnosti treba navesti: prostor elementarnih do- 
gadjaja R2, volje dogadjaja AE i realnu funkciju P definiranu na 
A. Trojka (R4, Pl naziva se prostorom vjerojatnosti, 

Primjer 30. Ovdje ćemo ponovo razmotriti Primjer 25. Elementar- 
ne dogadjaje EA korisno je prikazati kao na Slici 21, Čitav kvadrat 
neka prikazuje sigurni dogadjaj, lijeva 
polovina kvadrata prikazuje dogadjaj Ej, 
lijeva polovina desne polovine dogadjaj 
E, itd, Slučajne dogadjaje iz owg sto- 
hastičkog eksperimenta prikazivat ćemo 
takodjer s pomoću beskonačnih nizova nula 


i jedinica. Na primjer dogadjaj A iz owg 





Slika 21 . problema pisat ćemo u obliku A = (1, 1,1, 
0, 0, 0, 4...) gdje iza prve tri jedinice dolaze samo nule, a doga- 
djaj Buobliku B=(0,1,01,0,1,...), gdje se periodično 
ponavlja par 0, 1, Neka je A4 skup svih mogućih ovakvih beskonačnih 
nizova, koje nazivamo dogadjajima, Definirat ćemo zbrajanje, množe- 
nje i komplementiranje dogadjaja iz A na slijedeći način. Neka su 
O = (K4, Xos +.o, Zia...) 1 D= (F4, Yo» ooo Yj, seo) Proizvoljni 
dogadjaji iz A, gdje x, odnosno Yi; mogu poprimati samo vrijednosti 
O ili 1, Definiramo zbrajanje u A: 

C(+D= (x, + yu x HV» 200) Kgot Vqo +00) 


gdje se zbrajanje komponenata vrši po tabeli 
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Definiramo množenje u A: 
CD = (Xa91, X2y2>, ..., KiVisoee) 


gdje se množenje komponenata vrši po tabeli 





Definiramo suprotni dogadjaj dogadjaju O: 


U = (X4> ža, 2.., Kirene) 


gdje je veza izmedju starih i novih komponenata dana u tabeli 





Sigurnim dogadjaj enlia A nazivamo dogadjaj > ĆE, 1,1, see) čiji 
niz je sagradjen jeo od jedinica, Suprotni mu je nemogući dogadjaj, 
koji je prikazan nizom samih nula: B = (0, 0, 0,..0)2 Nije teško 
vidjeti da /f predstavlja jedan konkretni model 6 -algebre, Promat- 
rajmo na primjer ovaj beskonačni niz dogadjaja iz JZ: 

Ak = (li, “1 PRA xi, ORE 
gdje k prelazi samo primbrojevima 2, 3,5, 7,11, ..., a komponente 


su odredjene ovako 


(k) 1 ako je i djeljivo sa k 
Ks = 
. O ako i nije djeljivo sa k, 


Evo kako izgledaju prva tri člana tog niza dogadjaja: 


Ao= 0%. 1: 61,6 4. 200) 
A, = (0, 0, 1, 0 0, 1, 4.) 
A = (0; 0, 0; 0, 1, 0, see) < 


Na temelju jednostavnih svojstava prirodnih brojeva može se pokazati 
da je zbroj svih ovih dogadjaja 
Ak =(0,1,1, 1, 1, 0.0) 
k=2 Je: 


dje se sumacija uzima preko svih primbrojeva, a svi članovi niza, 
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osim prvog, su jedinice, Produkt ovih dogadjaja je nemoguć dogadjaj: 


[za] 
[lat 6, oo) u 
k=2 


Elementarni dogadjaji promatranog stohastičkog eksperimenta glase: 
ES PaPa +e. Pai (sf), se “a zm, saiš 
gdje je zin) = 1, a sve ostale komponente su nula, Dakle 
E,=(1, 0, 0, ...), Ex=(0, 1, 0, ...), Eg=(0, 0, 1, m nemam 
Svaki dogadjaj iz A može se prikazati kao zbroj elementarnih doga- 
djaja E, n=1,2,3,... . Do sada smo razmatrali samo strukturu & - 
- algebre A. A sad ćemo definirati vjerojatnosnu funkciju P na 
toj algebri na slijedeći način: Za proizvoljni dogadjaj! Ae, koji 
je prikazan nizom A = (x, Koa see, Xu» .o..) neka bude 

P(A) = 0,XqXoK3e + 
gdje se s desne strane nalazi realni broj pisan u diadnom (binarnom) 
sustavu, pri čemu su članovi niza Kg Xp» Kg» see) postali cifre, 
Da ovako definirana funkcija zadovoljava aksiome Ag i A5 ne samo da 
nije teško, nego je i vrlo poučno dokazati, To ostavljamo čitaocu 
da provede. Izračunajmo na ovaj način vjerojatnosti dogadjaja A i B 
iz Primjera 25: 
P(A) O,111 = 1/2 + 1/4 + 1/8 = 7/8 
P(B) = 0,01 = 1/02 4 1/24 41/2504 .,, = 1/3. 


Vidimo da slučajnih dogadjaja u A ima upravo toliko, koliko u seg- 
mentu [0, 1] ima realnih brojeva, dakle neprebrojivo beskonačno 
mogo, Svi realni brojevi iz ' segmenta [0, 1] dolaze u obzir kao 
vjerojatnosti slučajnih dogadjaja iz A. Na temelju konstruirane 
Slike 21 možemo uspostaviti vezu i s geometrijskom definicijom vjero“ 
jatnosti. Ta slika u stvari olakšava intuitivnu prijedodžbu čitavog 
vjerojatnosnog modela, 

I sad si možemo postaviti pitanje što smo mi zaista načinili, 


rješavajući postavljeni problem. Konstruirali smo 6 -algebru, koja 
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obuhvata slučajne dogadjaje čija vjerojatnost nas zanima, Definira- 
li smo na prilično spretan način vjerojatnosnu funkciju P na toj 

algebri, koja zadovoljava aksiome Ag 1 A7 ! Prenijeli smo dakle re- 
alni stohastički problem u područje čiste matematike, i dobili neko 
rješenje. To rješenje je s matematičkog stanovišta točno. A da li je 
točno riješen postavljeni problem? Na to pitanje odgovor bi mogli 

dobiti samo na temelju stvarno provedenih brojnih stohastičkih eks- 
perimenata, i uopće, na temelju rezultata primjene ovako postavlje- 
ne teorije, Upravo na pitanju ovakve primjenjivosti matematičke te- 
orije vjerojatnosti na probleme fizikalrog svijeta grade se još i 


danas razne filozofske rasprave, u koje se matematičari uglavnom ne 


upuštaju, Nakon analize metode rješavanja ovog primjera možemo oče- 


kivati da će razni stohastički problemi zahtijevati općenito razli- 
čite stohastičke modele, čija konstrukcija ne će biti tako jednostav- 
na i prozirna kao u našem primjeru, Tu nalazimo objašnjenje zašto 
je stvaralačka primjena teorije vjerojatnosti ponekad vrlo složena. 
Srećom, matematičari su uveli nove objekte, tzv. slučajne veličine, 
čijom primjenom se problemi srodni gornjem mogu rješavati na brz i 
sustavan način.M 

Za čistog matematičara teorija vjerojatnosti započinje tek aksi- 
omima Ag E Ao ili Ay i A5» Pokazuje se da aksiomima definirana vje- 
rojatnost nije ništa drugo do normirana, prebrojivo aditivna, nene- 
gativna mjera, definirana za sve elemente polja dogadjaja A konstru- 
iranog s pomoću prostora S elementarnih dogadjaja. Interesantno je 
da ge teorija mjere negdje od početka ovog stoljeća razvijala posve 
nezavisno od teorije vjerojatnosti, kao posebna matematička grana, 
Nakon uspostavljanja veze s teorijom vjerojatnosti, ta inače značaj- 
na matematička grana postala je još sažnajni: Da bi netko mogao us-. 
Ppješno primjenjivati teoriju vjesajašnost: neophodno je ča duboko 
pronikne u bit pojma vjerojatnosti, i na detaljno razradjenim pri- 


mjerima nauči kako se ona primjenjuje. Imajući to na umu dali smo 
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srazmjerno mnogo prostora fundamentalnim pitanjima teorije vjero- 


jatnosti. 


1.8. Još neke važnije formule 


Tvrdnje izražene u teoremima 4, 5, 6 i 7 o klasičnoj vjerojat- 
nosti vrijede u istom obliku i za aksiomatski uvedenu vjerojatnost, 
Dokazi su formalno slični onima iz odjeljka 1.4., pa ih ovdje ne 
ćemo ponavljati. Da bismo ipak ilustrirali dokazni postupak koji DO- 
lazi od aksioma, izvest ćemo jedno važno svojstvo vjerojatnosti, ko- 
je je dobiveno heurističkim postupkom u okviru geometrijske defini- 
dine vjerojatnosti, Radi se o vjerojatnosti zbroja dogadjaja koji 
ne moraju biti disjunktni. 

Teorem 10, Neka su A iB proizvoljni dogadjaji iz polja dogadja- 
ja A. Tada vrijedi 

P(A+B) 


P(A) + P(B) - PAB) . (1.13) 

Dokaz, Dogadjaji A i B mogu imati nepra- 
zni presjek. To je uzeto u obzir na Slici 22, 
Dogadjaj A + B može se prikazati kao zbroj 
disjunktnih dogadjaja na primjer ovako (a9 

A+B=A+ 1B. 
To se na Slici 22 vidi neposredno, ali može 
ge dokazati primjenom Booleove (ili 6) kisa. : Slika 22 
bres A+ ABB=(A+1)(A+B) =UA+B)=A+8B. Da je to rastav u 
disjunktne događjaje takodjer treba dokazati: A(fB) = (AX)B = VB = 
= V. Sad se može primijeniti aksiom A, (ili 42) | 
P(A+B) = P(A) + P(EB). (1.14) 

Slično se dogadjaj B može prikazati kao zbroj disjunktnih dogadja- 
ja B= AB+ AB. Zaista, najprije vidimo da je AB+1[B= (A +1)B= 
UB = B, a zatim (AB)(ZB) = (AK)B2= VB = V, I ovdje s pomoću aksioma 
Ao (#4 A3) dobivamo 





= | 
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P(B) = P(AB) + P(ZB) , (1.15) 
Kad iz jednadžbi (1,14) i (1.15) euiminiramo izraz P(AB), izlazi 
formula (1.13). 

Tvrdnja ovog teorema može se bez poteškoća POOpPĆIti na proiz= 
voljni broj sumanada. Vjerojatnost zbroja triju dogadjaja bi na pri- 
mjer računali ovako: 

PA + B+ 0) = P((A+B)+0) = P(A+B) + P(C) - P((A+B)C) = P(A) + P(B) - 

- PAB) +P(0) - [ »(A0) + P(BO) - P(ABO) | = (1.18) 
=.P(A) + P(B) + P(C) - P(AB) - P(AC) - P(BC) + P(ABO) 

Već se može naslutiti opća zakonitost, Ako imamo n u cjelini neza- 

nisnih dogadjaja Ai» i=1,2,...,h, koji ne moraju biti u parovima 

disjunktni, vjerojatnost njihovog zbroja možemo  vačunati ovako: 

EE IJEZ EEA RA SEA PE,)P(K,)...P(1) : 


1- Ia - P(A,)). (1.17) 


Primjer 31. Uz oznake kao u primjerima 30 i 25 neka se pored 
dogadjaja B: "eksperiment je završen i broj bacanja je djeljiv sa 
dva" promatraju još dva dogadjaja: O: "eksperiment je završen i broj 
bacanja je djeljiv sa tri", D: "eksperiment je završen i broj baca- 
nja je djeljiv sa pet", Traži se vjerojatnost složenog dogadjaja: 
"eksperiment je završen i broj bacanja je djeljiv bar sa jednim od 
brojeva 2, 3 ALA SN, To znači, traži se P(B + 0+ D). Ovaj problem 
mogli bismo rješavati (bar) na dva načina, Prikazavši dogadjaje B, 


C, D pomoću nizova 


B= (0, 44 0, 43 O, To one) 
C = (0, 0, 1, 0, O, dy stora) 
D= (0,0 0, 0,1, Oy see) 


možemo i njihov zbroj prikazati s pomoću niza B+C+D = (0, 1, 1,1, 
1 1,01,1,1,0,1,0, Gt 0144406L1, 1, 1, 
BOO 4, 0), 


Edje se po 30 ovakvih članova periodički ponavlja. Vjerojatnost tog 
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složenog dogadjaja je dakle periodički diadski razlomak 

P(B+C+D) = O,OLIILLONIAOLOLTA OLOLIOLINILOI > 

koji bi se naravno mogao prikazati i u obliku običnog razlomka. 

Isti problem možemo riješiti na drugi način, primjenom formule 
(1.16). U tu svrhu prikažimo dogadjaje BC, BD, CD i BCD s pomoću 
nizova: 

BO = (0, 0, 0, 0, 0, 1, «..), ovih šest članova periodički se ponav- 
lja 

BD = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, eee), Ovih deset članova period- 
ički se ponavlja 

GD = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 4.0), ovih pet- 
naest članova periodički se ponavlja, 

niz za BCD je takodjer periodičan, a period se sastoji od 29 nula 

i jedne jedinice, 

Potrebne su nam slijedeće vjerojatnosti (primjenjujemo diadske raz- 
lomke): P(B) = 0,01 = 1/3; P(C) = 0,001 = 1/7; P(D)=0,00001 = 1/31; 


P(BC) = 0,000001 = i = 3 5 P(BD)=0,000000000i=-rg—>rq73 ; 


P(CD)=0,000000000000001 = eg = —: 
2 = 


P(BCD) = sr = ——— s pomoću formule (1.16) dobivamo 


Provedena diskusija otkriva značaj primjene formula u teoriji 
vjerojatnosti. Iako se u principu svaka vjerojatnost, koja se može 
izračunati s pomoću neke formule, može dobiti i rastavljanjem pro- 
ziibpenog dogadjaja u elementarne dogadjaje, ipak primjena formula 
često znatno olakšava posao. Formule upotrebljavamo zato, da bi 
vjerojatnosti složenih dogadjaja na jednostavan način izrazili pomo“ 


ću vjerojatnosti jednostavnijih dogadjaja, a ove posljednje se 
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obično lakše računaju. M 

I u općoj teoriji vjerojatnosti uvodi se pojam uvjetne vjero- 
jatnosti, no odnosi su ovdje nešto drugačiji nego u klasičnoj teo- 
riji, pa to valja dobro razumjeti, Polazimo od prostora vjerojatno- 
stiifP, 4, Ph. Ako je A dogadjaj iz A, AV, promatramo novu funk- 
oiju PA » koja je definirana na polju dogadjaja A ovako: za svaki 


dogadjaj Be A neka je 
_ _ P(AB 
P,(B) = P(B|A) = ia o. (1.18) 


Ovdje P(B|A) predstavlja samo drugi način pisanja funkcije P,(B). 
Taj drugi način pisanja mnogo češće je u upotrebi. Pokazuje se, sli- 
čno kto što je to već učinjeno u odjeljku 1.4., da funkcija a ima 
Sva svojstva vjerojatnosne funkcije, ali nad novim prostorom A ele- 
mentarnih dogadjaja, sa novim poljem dogadjaja, koje ovako možemo 
definirati 

MA =5aBiBe A! , 
a taj je skup sastavljen od svih mogućih produkata (presjeka) fiksi- 
ranog dogadjaja A ga dogadjajima iz 4, Taj skup je dakako podskup 
od At i obzirom na operacije definirane u A takodjer čini jedno 
polje dogadjaja (potpolje polja A ). Vjerojatnosna funkcija PA 
naziva se uvjetnom vjerojatnošću, i njezin prostor vjerojatnosti 
odredjen je trojkom lA, Af, Bk Dok se u klasičnoj teoriji uvjet- 
na vjerojatnost definira na drugi način, a formula (1.18) dokazuje 
(v. Teorem 8.), u općoj teoriji vjerojatnosti ova formula služi kao 
definicija uvjetne vjerojatnosti! No dalje se i u općoj teoriji uvodi 
Pojam stohastičke nezavisnosti dogadjaja točno kao u Definiciji 14. 
Nezavisnost dogadjaja A od dogadjaja B definira se i ovdje ina u 
Definiciji 15 i dokazuje se Teorem 9. Jedina je razlika u tomu, što 
se u općoj teoriji moraju dozvoliti dogadjaji A/V takvi da je P(A)= 
= 0. Obrat Teorema 9 dakle ne će vrijediti za dogadjaje A i B kad 


je P(B) = 0. Dogadjaji A i B, za koje je P(A)#O i P(B)#O0 , uzajamno 
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su nezavisni, ako i samo ako je jedan od njih nezavisan od drugog, 
Uzajamna nezavisnost dogadjaja A i B povlači njihovu nezavisnost 
("u cjelini"), ali obrat ne vrijedi. Ako su A 1 B takvi da je P(A) 
i P(B) različito od 0 iod 1, pa ako su A i B uzajamno nezavisni, 
tada su uzajamno nezavisni i slijedeći parovi dogadjaja: A 1B, 
šiB čit. 

U daljnjem ćemo tekstu pod nezavisnošću dvaju dogadjaja razumi- 
jevati nezavisnost "u cjelini" prema Definiciji l4, a ne ''uzajamnu 
nezavisnost" dvaju dogadjaja. Ipak treba reći da intuitivna inter- 
pretacija uvjetne vjerojatnosti P(A[B) ostaje ista i u općoj teori- 
ji vjerojatnosti: to je vjerojatnost dogadjaja A uz uvjet da se do- 
gadjaj B ostvario. 

Neka je zadan prostor vjerojatnesti £92,A, Ph. Prema ranijem 
dogovoru sigurni dogadjaj 52 označavat ćemo takodjer simbolom U, a 
nemogući dogadjaj Š takodjer simbolom V. Neka je nadalje dana jedna 
potpuna klasa dogadjaja A,» i=1,2,...,n, koji pripadaju polju A. 
To znači da je 

Mo+Aptoe + A = U, AjAj = V za svaki igj. (1.19) 
Ovakva klasa dogadjaja naziva se još particijom skupa U, vidi Sliku 
23, na kojoj kvadrat vrikazuje sigurni dogadjaj U. 
Neka je B proizvoljni dogadjaj iz polja 
A. Imožeći jednadžbu (1.19) sa B dobi- 


vamo : C\7 
B=A, B+AB+ ..o +A1B, 

gdje su sumandi i dalje ostali u parovi- vea 
ma disjunktni, pa možemo primijeniti Kazala 
aksiom A3: 
P(B)=P(A,B)+P(A,B)+ «oo +P(A,B). 

Slika 23 


Na temelju (1.18) računamo vjerojatnost 


produkta: P(A,B) = P(AL,)P(BIA,), te možemo formulirati 
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Teorem 11.(0 totalnoj vjerojatnosti.) Uz gore navedene uvjete 
vrijedi 


n 


P(B) = 2 berila). (1.20) 
Č | 


Napominjemo da u primjenama ovog teorema dogadjaji AL, k=1,..,n, 
obično imaju značenje hipoteza, od kojih se uvijek točno po jedna 
ostvaruje kod svake realizacije stohastičkog eksperimenta, X 

Primjer 32. Tri automatska Stroja proizvode istovrsne Sleknia 
Vjerojatnost da element proizveden na prvom stroju bude loš iznosi 
Ba = 0,05, za drugi i treći Stroj te vjerojatnosti iznose redom 
Po = 0,09 Ž P3 = 0,15. Na prvom stroju proizvedeno je nA = 3000 ele- 
menata, na drugom n, = 2000 i na trećem na = 1000. Svi ovi elementi 
gu uskladišteni u jednom sanđuku posve izmiješani. Ako se jedan ele- 
ment uzme iz sanduka na slučajni način, kojika je vjerojatnost da 
će biti loš? 

Uvedimo oznake za dogadjaje: 
AL: element je proizveden na k=tom stroju, k=1,2,3; 
B: jedan element, uzet iz sanduka na slučajni način, je loš. 
Jasno je da dogadjaji Ak» i=1, 2, 3, imaju sjaje hipoteza, od 
kojih se točno jedna ostvaruje kod svakog izbora jednog elementa, 
jer je taj element izradjen na točno jednom od tri stroja, Vjero- 


jatnosti hipoteza lako nalazimo: 


5 20.4 ađoak: m 
P(A,) = m rujeno = Ž000 = Z: P(A,) = mornara = 83 P(A3) z. 





Vjerojatnost da je element loš ako je proizveden na prvom stroju je 
uvjetna vjerojatnost, koja je zadana: P(BJA,) = Pao7 0,05; slično 
je P(BIA,) = Po = 0,091 P(BIA3 ) = Pa =0, i, Primjenom formule 
(1.20) nalazimo P(B) = 0,08, M 

Primjer 33. U sanduku se nalazi s istovrsnih proizvoda, od 


kojih je r loših. Nasreću se vadi jedan po jedan proizvod, bez po- 
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vratka, i promatraju se ovi dogadjaji: 
Ay: prvi izvadjeni proizvod je loš 


A drugi izvadjeni proizvod je loš 


2? 
3: treći izvadjeni proizvod je loš. 
Vjerojatnost prvog dogadjaja nalazimo odmah: P(A,) = r/s. Za raču- 


A 


nanje vjerojatnosti ostalih dvaju dogadjaja primjenjujemo formulu 
za totalnu vjerojatnost: 
P(Ap) = P(A,)P(A, A,) + P(A)P(A, £,) , gdje je 


P(AJlA,) = 2% ; P(AolA,) = =T , pa nalazimo 


nadalje P(A,) = P(AA)P(AJLAJA,) + P(Mfo)P(ALAf,) + 
+P(MA)PAJIT,A,) + PI) PAJ Lo), 
gdje je P(A,A) i PALA) dano već u prethodnom računu, 


- -r s-r-1 
PAf) = KADRA) = SEZ > PRA)=PR)PEIK, e 


' 


a takodjer su nam potrebne i slijedeće uvjetne vjerojatnosti: 


z z od 
PGAJLA,A) = => ; PAAR) = 25 sE 
PARA) = 25 ; PALE) = 5, 


da bismo nakon sredjivanja izračunali traženu vjerojatnost P(A,) = 


Za sva tri promatrana dogadjaja dobili smo jednake vjerojatno- 


a. 

S 
sti: r/s, To nije slučajno! Ovaj problem rješavali smo na pretjera- 
no kompliciran način, ali za posebnu pažnju pri rješavanju bilo je 
razloga, kao što će se razabrati. I bez primjene uvjetne vjerojat- 
nosti možemo naći vjerojatnost dogadjaja Ark: "k-ti izvadjeni pro- 
izvod je loš", gdje je k&s. Medju s proizvoda treba odabrati na 
sreću njih k, pri čemu sve proizvode individualno moramo razliko- 
vati, Ukupni broj ravnopravnih ishoda ovog eksperimenta je 


8(8-1)...(S-k+1). Medju njima su povoljni &vi oni koji u k-tom 
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izvlačenju imaju loš proizvod, a u ostalim izvlačenjima bilo dobar 
ili loš proizvod. Povoljnih slučajeva dakle ima r(s-1)(s-2)... 
..(S-k+1), tako da je tražena vjerojatnost P(Ap) = r/s. Da 1i to 
znači da je kod svakog izvlačenja vjerojatnost da će se izvući loš 
proizvod jednaka r/s? Ne! Ako se nakon prva dva izvlačenja pitamo: 
kolika je vjerojatnost da ćemo kod trećeg izvlačenja izvući loš 
proizvod, pitanje nije precizno postavljeno. Treba tošno znati što 
je u prva dva izvlačenja izvučeno. Postoje četiri mogućnosti, i 
pripadne vjerojatnosti su uvjetne, dane formulama (1.21), 

Iz gornje diskusije možemo izvesti dva zaključka: (1) postoje 
kraći i duži putevi rješavanja problema i samo bogato iskustvo može 
pomoći da se nadje najkraći put; (2) svaki problem u teoriji vje- 
rojatnosti treba logički vrlo precizno postaviti, i 

Neka ponovo dogadjaji Aj» i=1, 2, ..e, N, čine jednu potpunu 
klasu dogadjaja iz polja dogadjaja t, i neka dogadjaj 3B takodjer 
pripada polju Jf, Primjenjujući formulu (1.18) možemo pisati 


PAB) P(A,)P(BJA,) 


PAlB) = —>TEg- “my 
pa ako ovdje nazivnik P(B) izrazimo spomoću sume iz formule (1.20), 


dobivamo 


Teorem 12,(Bayesove formule) Uz gore navedene pretpostavke 





vrijedi 


P(A,)P(BIA.) 


z A (1.22) 
>_PULOPB|Ay) 
k=1 


P(A, |B) = 


uS1,2 00.74 mI 
Formule (1.22) nazivaju se još formulama za vjerojatnost hipo- 

teza, U primjenama dogadjaji ši ZELE es va imaju značenje hipo- 

teza od kojih se točno jedna ostvaruje kod svake realizacije stoha- 


Stičkog eksperimenta, Ako su poznate vjerojatnosti hipoteza P(A;) 
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prije roma eksperimenta, te ako su poznate uvjetne vjero- 
jatnosti dogadjaja B uz uvjet da se pojedina hipoteza ostvarila, 
formula (1.22) daje vjerojatnost hipoteze Aj uz uvjet da se prili- 
kom realizacije eksperimenta dogadjaj B ostvario, Vjerojatnosti 
PGA) nazivaju se apriornim dok se vjerojatnosti P(Aj1B) nazivaju 
aposteriornim, 

Primjer _34. Stanovit test za otkrivanje neispravnosti balona 
katodne cijevi u 90% slučajeva daje točan odgovor na pitanje da li 
je balon ispravan ili nije. Ako se zna da u odredjenoj seriji ima 
0,5% neispravnih balona, a na osnovi testa izlazi da je odredjeni 
balon iz ove serije neispravan, kolika je vjerojatnost da je on 
neispravan? 

Prvo istaknimo koji dogadjaji u'ovom primjeru čine potpunu 
klasu u varovima disjunktnih hipoteza:. 

Al: balon katodne cijevi je ispravan 

A3: balon katodne cijevi nije ispravan, 

Vjerojatnosti ovih hipoteza, tzv. apriorne vjerojatnosti, zadane su: 
P(Ao) = 5/1000, P(Al) = P(4,) = 995/1000. Nadalje valja uvesti 
dogadjaj B: test pokazuje da je balon odredjene katodne cijevi 
neispravan, Pomno analizirajući tekst zadatka nalazimo da je dobro- 
ta testa zadana pomoću uvjetnih vjerojatnosti P(B|A,) = P(B1A,)=9/10, 
no budući da je P(B[A,) = 1 = P(BlAj), imamo takodjer P(BlAl) =1/10. 
Sada možemo primijeniti formulu (1,22) da bismo izračunali traženu 
aposteriornu vjerojatnost 


P(A)P(B|A5) 
, : = sa * 0,0433 
PA21B) = STIJPSTAITETAZIPTETAZJ “> 208 * 0+0432. 
C 2| PAJ/P(B[A])+P(A>)P(B A, O 
Izlazi neočekivano mala vjerojatnost da balon bude neispravan ako 
test pokazuje da je balon neispravan! Činilo ge da je test vrlo 
točan kad u 90% slučajeva daje točan odgovor, Objašnjenje ovoj inte 


resantnoj pojavi nalazimo u vrlo maloj vjerojatnosti P(A). Gotovo 





sm 


Pi 


da nije potrebno ni spominjati da ge opisanom metodom mogu sroša- 
vati mnogi slično formulirani problemi, 

Rekli smo da uvjetna vjerojatnost ima sva osnovna svojstva obi- 
čne vjerojatnosti, Ivak, uvjetna vjerojatnost posjeduje i svojstva, 
koja se intuitivno ne bi očekivala! Vidjeli smo da za disjunktne 
slučajne dogadjaje Bi C, i za proizvoljni slučajni dogadjaj A # v 
vrijedi P(B + CIA) = P(B|A) + P(CJA). Prirodno bi bilo očekivati da 
će đogadjaji BiC, ako su nezavisni u prostoru vjerojatnostif$2, 
4, Pt, Ostati nezavisni i u "smanjenom" prostoru vjerojatnosti 
SA, MA, Pit» tj. da će tada vrijediti P(BCIA) = P(BIA)P(CIA), medju- 
tim to u općem slučaju nije istina, Dapače, takvo pravilo ne vrijedi 
niti u slučaju kad su dogadjaji A, B, C nezavisni u parovima, Tada 
su Bi C nezavisni od A, no njihov produkt BC može biti zavisan od 
A, Izrečene tvrdnje dokazat ćemo pomoću jednog primjera, 

?2rimjer_ 35. Stohastički eksperiment sastoji se u bacanju dviju 
idealnih kocaka, jedne crvene, druge bijele. Prostor elementarnih 
dogadjaja je skup $? =$ E, jlled,j <61, gdje je Ej,j oznaka za ele- 
mentaran dogadjaj: na crvenoj kocki ispao je broj i, a na bijeloj 
broj j (isp. Primjer 17.). Promatrajmo slučajne dogadjaje 
M o= Fa,6tE2 5te..+E6 4 = "zbroj ispalih brojeva je 7" 

B 


En,1*51,2t*.*+B9 6 = "na crvenoj kocki ispala je jedinica" 
C 


En ,4tE2,17++ +564 = “na bijeloj kocki ispala je jedinica", 
Dogadjaji A, B, O u parovima su nezavisni: prvo nalazimo da je P(A)= 
=P(B)=P(C)=1/6, a satin P(AB)=1/36=P(A)P(B), P(AC)=1/36=P(A)P(C) i 
P(BC)=1/36=P(B)P(0). Kod računanja ovih vjerojatnosti može pomoći 
Slika 9. Tražimo uvjetnu vjerojatnost P(BOIA). Ako se ostvario slu- 
čajni dogadjaj A :"zbroj ispalih brojeva je 7", tada je slučajni 
dogadjaj BC: "na obje kocke ispale su jedinice" nemoguć, dakle mora | 
biti P(BC|A)=0. Vidimo da ne vrijedi P(BC|A) = P(BC), no zbog jeka 


ne vrijedi ni jednakost P(BOJA) = P(BIA)P(CIA), jer bi u suprotnom 


Slušaju zbog nezavisnosti parova slučajnih dogadjaja BiA, CiA, 
BiC, vrijedila prethodna jednakost, X 

Kasnija proučavanja slučajnih veličina zahtijevaju utvrdjivanje 
još jednog neočekivanog svojstva pojma stohastičke nezavisnosti 
medju slučajnim dogadjajima, Ako su slučajni dogadjaji A, B, C, D, 

u parovima nezavisni, tada slučajni dogadjaji AD i BC ne moraju biti 
nezavisni. To dokazuje 

Primjer 36. Za stohastički eksperiment iz Primjera 35, uz tamo 
definirane slučajne dogadjaje A, B, O, definirajmo još slučajni do- 
gadjaj D = F2,1*E3,2t54,3%B5,4*E6,5*P1,5* Budući da je P(D)=1/6, a 
lako sdprovjerava da je P(AD)=1/36=P(A)P(D), P(BD)=1/36=P(B)P(D) 1 
P(CD)=1/36=P(C)P(D), zaključujemo da su slučajni dogadjaji u parovi- 
mAiD,BiD,CiD, nezavisni, što uz slični zaključak iz pret- 
hodnog primjera pokazuje da su dogadjaji A, B, C, D, u parovima ne- 
zavisni, Ako treba izračunati vjerojatnost P(BOIAD), prostor element- 
arnih dogadjaja sveo se na jedan jedini element AD=B, 34 pa je uz 
uvjet ostvarenja tog dogadjaja dogadjaj BO=Ba 1 nemoguć, dakle 
P(BC|AD)=0. Kad bi BC i AD bili nezavisni, moralo bi biti P(BC|AD)= 
=P(BC)=1/36. Tako vidimo da slučajni dogadjaji AD i BC nisu neza- 
visni, A 

Prethodna dva primjera opravdavaju uvodjenje slijeđeće defini- 
cije ; 

Definicija 17. Kažemo da je slučajni dogadjaj A, potpuno neza- 
yisan od slučajnih dogadjaja A, Apr A> ako je za svaki slog 
indeksa dno dpreee, ip» 1€ak€n, izabranih medju indeksima 1, 2, «++ 
.., A, slučajni dogadjaj A, nezavisan od produkta zla e 

Drugim riječima, slučajni dogadjaj A, potpuno je nezavisan od 
slučajnih dogadjaja A,> Areve Am» ako je on nezavisan od svakog 
od njih i od svakog produkta načinjenog od slučajnih dogadjaja oda- 


branih na proizvoljni način medju slučajnim dogadjajima Ay» Aoso.o 
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A + 

Da bismo dokazali jedno važno svojstvo pojma potpune nezavisno- 

Sti, potreban nam je 
Teorem 13. Ako su Ao» Mi A> proizvoljni slučajni dogadjaji, 
pri čemu je Av, tada vrijedi 

P(A, + Ao[A,) = P(A |A.) + P(AlA) = PAAA) (1.23) 

Dokaz, Primjenom formula (1.18) 4 (1.13) izlasi 
P(A, + A51A0) = (AJA, + A A2) /P(4) =JP(AA,) + P(A A) - 

- PAAgA2)] /P(49) = PULA) /P(A) + PAA2)/P(M) - PA AJA) /P(A.)= 
= PGA, |A0)+ P(AJLAL) - PAAA), ' 
a to je trebalo dokazati. 

Pormula (1.23) mogla bi se poopćiti na uvjetnu vjerojatnost sume 
proizvoljnog konačnog broja slučajnih dogadjaja primjenom odgovara- 
juće formule za bezuvjetnu vjerojatnost, što ovdje ne ćemo provesti, 

Teorem 14, Ako je slučajni dogadjaj 4, potpuno nezavisan od slu- 
čajnih dogadjaja Ay, Apseee, An» tada je on nezavisan i od njihovog 
zbroja: 

P(A + A, Tosoa + 4140) s P(A + Ao + s... + An)» (1.24) 

Dokaz ćemo provesti samo za Slučaj n=2, a poopćenjem formule 
(1.23), ili metodom potpune indukcije, provodi se dokaz za proiz- 
voljni prirodni broj n. Obzirom na Definiciju 17, iz formule (1.23) 
i (1.13) dobivamo u ovom slučaju 

P(A, + AolA.) = P(A,) + P(A>) - P(AjA>) * P(Ay + A), 
a to je (1.24) za n=2. Koda posljednjeg člana u formuli (1.23) došla 
je do izražaja nezavisnost Slučajnog dogadjaja A, od produkta MAX 

Definicija 18, Neka su Aj, B,, i,j=l,2,3,..0., Slučajni dogadja- 
"F . si : . a hk 
F iz polja dogadjaja A, i neka je S=14,[i=1,2,3,...h, Sp= 1B,| | 
d=1,2,3,... 1 . Skupove Si Sa nazivamo potpuno nezavisnim, ako je 
svaki slučajni dogadjaj iz ŠA i. svaki produkt slučajnih dogadjaja 


iz SA potpuno nezavisan od slučajnih dogadjaja iz Sp» i ako je svaki 
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slučajni dogadjaj i svaki produkt slučajnih dogadjaja iz 53 potpuno 
nezavisan od slučajnih dogadjaja iz S, M 

U gornjoj definiciji ne traži se da slučajni dogadjaji iz 5, 
budu medjusobno nezavisni, niti da slučajni dogadjaji iz 53 budu 
medjusobno nezavisni. U vezi sa slijedećim teoremom Definicija 18 
ima značajnu primjenu u teoriji slučajnih veličina, 

Teorem 15. Neka su SA ž Sp dva potpuno nezavisna skupa slučajnih 
dogadjaja. Ako su Ay, Ay ooe) An proizvoljni slučajni dogadjaji iz 


SA B,> Bo» e...) B., proizvoljni slučajni dogadjaji iz Sp» tada 


(ZZ (2) (že) co 


Dokaz. Na temelju Teorema 14, slučajni doseći ai A = >A, neza- 


vrijedi 


visan je od slučajnih dogadjaja Bj> j=1,2,..., r, i od svakog pro- 
dukta slučajnih dogadjaja odabranih medju Bi, j=1,2,...,Te Prema 
tome A je votpuno nezavisan od slučajnih dogadjaja Bj> jel; Zay s ossf; 
pa je poet zbog Teorema 14 slučajni dogadjaj A nezavisan od zbroja 
Be= ŽE, , čime je dokazana formula (1. 25). 

Potrebno je još uspostaviti vezu izmedju pojma potpune nezavis- 
nosti, koji smo ovdje promatrali, i pojma nezavisnosti u cjelini, 
uvedenog Definicijom 14. : E 

Definicija 19. Slučajne dogadjaje i Az,..., A, mazivamo zajed- 
nički potpuno nezavisnim, ako je svaki od njih potpuno nezavisan od 
svih ostalih. X 2 

Sad nije teško dokazati 

Teorem 16. Slučajni dogadjaji A,, Ao» eee, A, su zajednički 
potpuno nezavisni onda i samo onda, kad su nezavisni u cjelini.X 

Drugim riječima to znači da su Definicije 14 119 ekvivalentne » 

Napominjemo da se Definicija 18 može poopćiti na više od dva 


skupa potpuno nezavisnih slučajnih dogadjaja, i da se u tom smislu 





sika 


i Teorem 15 može poopćiti na produkt suma slučajnih dogadjaja iz 


više od dva potpuno nezavisna skupa slučajnih dogadjaja, 


BE 
l2] 


[3] 
[4] 


b) 
[6] 


[7] 
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j zjauka! kvo 
Gnedenko, B, V., Kurs teorii vero atnostef, "ilauka", loskva 


sTi- 


Bibliografija 


i ili isti Holt 
First course in probability and statistics, : , 
Rihenati and \inston Inc., New Zork 1950. (postoji 
ruski orijevod, "Hauka' loskva 1968.) 


$., Theorie analitique des probabilitćs, Paris 1812. 


i ; inlichkei hnung 
.N., Grundbegriffe der Wlahrscheinlichkeitsrec g, 
lag fasc. 3, vol. 2, Ergebnisse der latnenatik, 


Berlin 1933. 


1965. (4. izdanje 


Definicija 
Definicija 
Definicija 
Definicija 
Definicija 
Definicija 























Definicija 
Definicija 


Definicija 
Definicija 
Definicija 
Definicija 
Definicija 
Definicija 
Definicija 


Teorem 1 
Teorem 2 
Teorem 3 
Teorem 4 
Teorem 5 
Teorem 6 
Teorem 7 
Teorem 8 
Teorem 9 


Teorem 16 


Definicija 


Definicija 
Definicija 


na o a vj 


PHBHBHBHHBHEHEH BH 
VLDW3aumaonNBo 


Strana 
14 


14 
15 
15 
15 
15 
16 
17 
20 
21 
21 
28 
34 
ŽI 
37 
53 
70 
T1 
72 
29 
29 
30 
30 
30 
31 
31 

36 
38 
60 
65 

67 
T1 
T1 
T2 
72 


ETS 


Povis definicija, teorema i primjera 


Primjer 
frimjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 


Primjer 


Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 
Primjer 


Primjer 


OO SAU OPOBH 


BGN DPDODPNDDPNPDPNDPHBHEHBHBHBHH BH BOB 
mmaevwoHov ogan seoPnHoOov ogan son H o 


Strana 
ll 


La 
13 
14 
15 
15 
16 
21 
21. 
Ze 
22 
24 
26 
26 
28“ 
28 
29 
31 
33 
34 
34 
36 
38 
39 
39 
43 
44 
47 
54 
56 
61 
65 
65 
68 
69 
TO 








TO 


TABELE 


ži 


Tabela I 
Funkcija vjerojatnosti Poissonove razdiobe M, * e-*a"/m!. Ispred 


četveroznamenkastih brojeva treba staviti 0, , 


0,1 GZ BJ BA 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 


9048 8187 7408 6703 6065 3488. 4966 4493. 4066 3679 
0905 1637 2222 2681 3033 3293 3476 3595 3659 3679 
0045 0164 0333 0536 0758 0988 1217 1438 1647 1839 
0002 0011 0033 0072 0126 0198 0284 0383 0494 0613 
0000 0001 0002 0007 0016 0030 0050. 0077 OL 0153 
0000 0000 0000 ooo1 0002 0004 0007 0012 0020 0031 
0000 0000 0000 0000 0000 0060 0001 0002 0003 0005 
0000 0000 0000 0000 0000 0000 CO 0000 0000 0001 


LA ija 1,9 1,4 1,5. 1,6 1 1,8 1,9 2,0 


3329 3012 2725 2466. 2231 2019 1827 1653 1496 1353 
3662 3614 3543 3452 3347 3230 3106 2975 2842 2107 
2014 2169 2303 2417 2510 2584 2640 2678 2700 2707 
0738 0867 0998 1128 1255 1378 1496 1607 1710 1804 
0203 0260 0324 0395 0471 0551 0636 0723 0812 0902 
0045 0062 0084 0111 0141 0176: 0216 0260 0309 0361 
0008 0012 0018 0026 0035 0047 0061 0078 0098 0120 
0C01 0002 0003 0005 0008 0011 0015 0020 0027 0034 
0000 0000 0001 0001 0001 0002 0003 0005 0006 0009 
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001 0001 0001 0002 


Bi 2,2 8% #4 25 2,6 BT 28 2,9 3,0 


1225 1108 1003 0907 0821 0743 0672 0608 0550 0498 
2572 2438 2306 2177 2052 1931 1815 1703 1596 1494 
2700 2681 2652 2613 2565 2510. 2450. 2384 2314 2240 
1890 1966 2033 2090. 2138 2176 2205 2225 2237 2240 
0992 1082 1169 1254 1336 1414 1488 1551 1622 1680 
0417 0476 0538 0602 0668 0735 0804 0872 0940 1008 
0146 0174 0206 0241 0278 0319 0362 0407 0455 0504 
0044 0055 0068  : 0083 0099 0118 0139 0163 0188 0216 
0011 0015 0019 0025 0031 0038 0047 0057 0068 0081 
0003 0004 0005 0007 0009 0011 0014 0018 0022 0027 
0001 0001 0001 0002 0002 0003 0004 0005 0006 0008 
0000 0000 0000 0000 0000 0001 0001 0001 0002 0002 
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 ova 


3,1 342 3,3 3,4 345 3,6 "Dl 3,8 3,9 4,0 


0450 0408 0369 0334 0302 0273 0247 0224 0202 0183 
1397 1304 1217 1135 1057 0984 0915 0850 0789 0733 
2165 2087 2008 1929 1850 4774 1692 1615 1539 1465 
2237 2226 2209 2186 2158 2125 2087 2046 2001. 1954 
1734 1781 1823 1858 1888 1912 1931 1944 >: 1951. 1954 
1075 1140. 1203 1264 1322 1377 1429 1471 1522 1563 
0555 0608 0662 0716 OTTI 0826 0881 0936 0989 1042 
0246 0278 0312 0348 0385 0425 0466 0508 0551 0595 
0095 O111 0129 0148 0169 0191 0215 0241 0269 0298 
0033 0040 0047 0056 0066 0076 0089 0102 ,0116 0132 
0010 0013 0016 0019 0023 0028 0033 0039 0045 0053 
0003 0004 0005 0006 0007 0009 0011 0013 0016 0019 
0001 . 0001 0001 0002 0002 0003 0003 0004 0005 0006 
0000 0000 0000 0000 0001 0001 0001 Oco01 0002 0002 
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 ooo 





VOLIN BVWPNHO 


4,2 


0150 
0630 
1323 
1852 
1944 
1633 
1143 
0686 
0360 
0168 
0071 
0027 
0009 
0003 
0001 
0000 


5,2 


0055 
0287 
0746 
1293 
1681 
1748 
1515 
ile5 
0731 
0423 
0220 
0104 
0045 
0018 
0007 
0002 
0001 
0000 


“6,2 


0020 
0126 
0390 


4,3 


0136 
0583 
1254 
1798 
1933 
1662 
1191 
0732 
0393 
0188 
0081 
0032 
0011 
0004 
0001 
0000 


5,3 
0050 


T2 


Tabela I - nastavak 


4,4 


0123 
0540 
1188 
1743 
1917 
1687 
1237 
0778 
0428 
0209 
0092 
0037 
0014 
0005 
0001 
0000 


5,4 


0045 
0244 
0659 
1185 
1600 
1728 
1555 
1200 
0810 
0486 
0262 
0129 
0058 
0024 
0009 
0003 
0001 
0000 


6,4 


0017 
0106 
0340 
0726 
1162 
1487 
1586 
1450 
1160 
0825 
0528 
0307 
0164 
0081 
0037 
0016 
0006 
0002 
0001 
0000 


4,5 


O111 
0500 
1125 
1687 
1898 
1708 
1281 
0824 
0463 
0232 
0104 
0043 
0016 
0006 
0002 
0001 


5,5 


0041 
0225 
0618 
1133 


*1558 
1714 


511 
1234 
0849 
0519 
0285 
0143 
0065 
0028 
0011 
0004 


0000 


4,6 


0101 
0462 
1063 
1631 
1875 
1725 
1323 
0869 
0500 
0255 
0118 
0049 
0019 
0007 
0002 
0001 


5,6 


0037 
0207 
0580 
1082 
1515 
1697 
1584 
1267 
0887 
0552 
0309 
0157 
0073 
0032 
0013 
0005 
0002 
0001 


6,6 


0014. 


0090 
0296 
0652 
1076 
1420 
1562 
1472 
1215 
0891 
0588 
0353 
0194 
0098 
0046 
0020 
0008 
0003 
0001 


0000 


4,7 


0091 
0427 
1005 
1574 
1849 
1738 
1362 
0914 
0537 
0280 
0132 
0056 
0022 
0008 
0003 
0001 


5,7 


0033 
Ol91 
0544 
1033 
1472 
1678 
1594 
1298 
0925 
0586 
0334 
0173 
0082 
0036 
0015 
0006 
0002 
0001 


6,7 


0012 
0082 
0276 
0617 
1034 
1385 
1546 
1480 
1240 
0923 
0618 
0377 
0210 
0108 
0052 
0023 
0010 
0004 
0001 
0000 


0620 
0359 


0002 
0001 


0011 
0076 
0258 
0584 
0992 
1349 
1529 
1486 
1263 
0954 
0649 
0401 
0227 
0119 
0058 
0026 
0011 
0004 
0002 
0001 


4,9 
0074 


0001 





0008 
0059 
0208 
0492 
0874 
1241 
1468 
1489 
1321 
1042 
0740 
0478 
0283 
0154 
0078 
0037 
0016 
0007 
0003 
0001 
0000 
0000 


0003 


0882 
l1191 


0002 
0001 
0000 


9,1 


0001 
0010 
0046 
0140 
0319 
0581 
0881 
1145 
1302 
1317 


7,2 


0007 
0054 
0194 
0464 
0836 
1204 
1445 
1486 
1337 
1070 
0770 
0504 
0303 
0168 
0086 
0041 
0019 
0008 
0003 
0001 
0000 
0000 


8,2 


0003 
0023 
0092 
0252 
0517 
0849 
1160 
1358 
1392 
1269 
1040 
0776 
0530 
0334 
0196 
0107 
0055 
0026 
0012 
0005 
0002 
0001 
0000 


9,2 


0001 
0009 
0043 
0131 
0302 
0555 
0851 
1118 
1286 
1315 


0000 


0002 
0021 
0086 
0237 
0491 
0816 
1128 
1338 
1388 
1280 
1063 
0802 
0555 
0354 
0210 
0116 
0060 
0029 
0014 
0006 
0002 
0001 
0000 


9,3 


0001 
0009 
0040 
0123 
0285 
0530 
0822 
1091 
1269 
istini 


Tabela I - nastavak 


7,4 


0006 
0045 
0167 
0413 
0764 
1130 
1394 
1474 
1363 
1121 
0829 
0558 
0344 
0196 
0104 
0051 
0024 
0010 
0004 
0002 
0001 
0000 


8,4 


0002 
0019 
0079 
0222 
0466 
0784 
1097 
+317 
1382 
1290 
1084 
0828 
0579 
0374 
0225 
0126 
0066 
0033 
0015 
0007 
0003 
0001 
0000 


9,4 


0001 
0008 
0037 
0115 
0269 
0506 
0793 
1064 
1251 
1306 


T3 


Ks 

0006 
0041 
0156 
0389 
0729 
1094 
1367 
1465 
1373 
1144 
0858 
0585 
0366 
0211 
0113 
0057 
0026 


0012' 


0005 
0002 
0001 
0000 


8,5 


0002 
0017 
0074 
0208 
0443 
0752 
1066 


1294: 


1375 
1299 
1104 
0853 
0604 
0395 
0240 
0136 
0072 
0036 
0017 
0008 
0003 
0001 
0001 


9,5 


0001 
0007 
0034 
0107 
0254 
0483 
0764 
1037 
1232 
1300 


7,6 


0005 
0038 
0145 
0366 
0696 
1057 
1339 
1454 
1382 
1167 
0887 
0613 
0388 
0227 
0123 
0062 
0030 
0013 
0006 
0002 
0001 
0000 


8,6 


. 0002 


0016 
0068 
0195 
0420 
0722 
1034 
laTi 
1366 
1306 
1423 
0878 
0629 
0416 
0256 
0147 
0079 
0040 
0019 
0009 
0004 
0002 
0001 


9,6 


0001 
0007 
0031 
0100 
0240 
0460 
0736 
1010 
1212 
1293 


7,7 
0C05 


0682 
0955 


1274 


7,9 
0004 


1318 
1186 


0006 
0001 


10,0 


0000 
0005 


0076 
0189 
0378 
0631 
0901 


1251 


9,1 


1198 


0161 


. 0097 


0016 
0008 
0004 
0002 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0000 


0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0272 
0177 


0020 
0010 


. 0005 


0002 
0001 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


T4 


Tabela I — nastavak 


9,4 


1228 
1049 
0822 
0594 
0399 
0250 
0147 
0081 
0042 
0021 
0010 
0004 
0002 
0001 
0000 


14 


0000 
0000 
0001 
0004 
0013 
0037 
0087 
0174 
0304 
0473 
0663 
0844 
0984 
1060 
1060 
0989 
0866 


9,5 


1235 
1067 
0844 
0617 
0419 
0265 
0157 
0088 
0046 
0023 
0011 
0005 
0002 
0001 
0000 


15 


0000 
0000 


9,6 
1241 


1083 


0866 


* 0640 


0439 
0281 
0168 
0095 
0051 
0026 
0012 
0006 
0002 
0001 
0000 


9,7 


1245 
1098 
0888 
0662 
0459 
0297 
0180 
0103 
0055 
0028 
0014 
0006 
0003 


0128 
0071 





Au) 


Tabela TI 


F*(m) = 5 Dač/ei 


r=m 


četveroznamenkastih brojeva treba 


0,1 


0952 
0047 
0002 
0000 
0000 
0000 
0000 


aj 


66T1 
:3010 
0996 
0257 
0054 
0010 
0001 
0000 
0000 


2,1 


8175 
6204 
3504 
1614 
0621 
0204 
0059 
0015 
0003 
0001 
0000 
0000 


3,1 


9550 
8153 
5988 
3152 
2018 
0943 
0388 
0142 
0047 
0014 
0004 
0001 
0000 
0000 


0,2 


1813 
0175 
0011 
0001 
0000 
0000 
0000 


1.2 


6988 
3314 
1205 
0338 
0077 
D015 
0003 
0000 
0000 


2,2 


8892 
6454 
3713 
1806 
0725 
0249 
0075 
0020 
0005 
0001 
0000 
0000 


3,2 


9592 
8288 
6201 
3975 
2194 
1054 
0446 
0168 
0057 
0018 
0005 
0001 
0000 
0000 


0,3 


2592+ 


0369 
0036 
0003 
0000 
0000 
0000 


1,3 


T275 
3132 
1429 
0431 
0107 
0022 
0004 
0001 
0000 


2,3 


8997 
6691 
4040 
2007 
0838 
0300 
0094 
0026 
0006 
0001 
0000 
0000 


3,3 


9631 
8414 
6406 
4197 
2314 
LETE 
0510 
0198 
0069 
0022 
0006 
0002 
0000 
0000 


0,4 


B297 
0616 
0079 
0008 
0001 
0000 
0000 


1,4 


1334 
4082 
1665 
0537 
0143 
0032 
0006 
0001 
0000 


0,5 


3935 
0902 
0144 
0018 
0002 
0000 
0000 


1,5 / 


7769 
4422 
1912 
0656 
0186 
0045 
0009 
0002 
0000 


2,9 


1088 
0420 


Pm) =1-rFm), tj. 


staviti 0, . 


0,6 


4512 
1219 
0231 
0034 
0004 
0000 
0000 


0,7 


5034 
1558 
0341 
0058 
0008 
0001 
0000 


ly 


8173 
5068 
2428 
0932 
0296 


0080 ' 


0019 
0004 
0001 


0818 
0352 


0016 
0005 
0001 
0000 


3507 


0081 
0024 


0000 


3,8 


9776 
8926 
7311 
5265 
3322 


1844 > 


0909 
0401 
0160 
0058 
0019 
0006 
0002 
0000 


Ako F(m) označava funkciju razdiobe vjerojatnosti za Poissonovu raz- 
globu, tablica daje vrijednosti funkcije 
če os 


pao) 


6321 
2642 
0803 


0001 


B 


VLOVSNNJNELV PH 


a= 


4,1 
9834 


0011 
0003 
0001 
0000 
0000 


9939 


0008 
0003 


4,3 
9864 


0129 
0048 


71531 


6012 


4418 


1061 
0563 
0277 
0127 
0055 
0022 
0008 
0003 
0001 
0000 


T6 


Tabela II — nastavak 


4,4 


0488 
0225 


0002 
0001 
0000 


6,4 


9983 
9877 
9531 
8811 
7649 
6163 
4571 
3127 
1967 
1142 
0614 
0307 
0143 
0063 
0026 
0010 
0004 
0001 
0000 


4,5 


0110 
0045 


0006 
0002 
0001 
0000 


9985 


0160 
0071 


0012 
0004 
0002 
0001 


4,6 


0282 
0125 





5704 


2012 
1212 
0681 
0358 


5832 


Tabela II - nastavak | 


5958 


T7 


7,6 


2822 
1874 
1171 
0689 
0383 
0202 
0101 
0048 
“0022 
0009 
0004 
0002 
0001 


9,9 


1,0000.. 


a= 


9,1 


4258 
3059 
2068 
1316 
0790 
0448 
0240 
0122 
0059 
0027 
0012 
0005 
0002 
0001 
0000 


la 


1,0000 
9999 
9988 
9924 
9849 
9625 
9214 
8568 
7680 
6595 
5401 
4207 
3113 
2187 
1460 
0926 
0559 
0322 
0177 
0093 
0047 
0023 
0010 
0005 
0002 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


9,2 


4389 
3180 
2168 
1393 
0844 
0483 
0262 
0135 

0066 
0031 
0014 
0006 
0002 
0001 
0000 


12 
1,0000 


13 


1, 0000 
1,0000 
9998 


T8 


Tabela II. - nastavak 


9,4 


4651 
3424 
23T4 
1552 


14 


9,5 


4782 
3547 
2480 
1636 
1019 
0600 
0335 
0177 
0089 
0043 
0020 
0009 
0004 
0001 
0001 


15 


1,0000 
1,0000 
1,0000 
9998 
9991 
9972 
9924 
9820 
9626 
9301 
8815 
8152 
7324 
6368 
5343 
4319 
3359 
2511 
1805 
1248 
0830 
0531 
0327 
0195 
0112 
0062 
0033 
0017 
0009 
0004 
0002 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


9,6 


4911 
3671 
2588 
1721 
1081 
0643 
0362 
0194 
0098 
0048 
0022 
0010 
0004 
0002 
0001 


16 


1,0000 
1, 0000 
1,0000 
9999 
9996 
9986 
9960 
9900 
9780 
9567 
9226 
8730 
8069 
7255 
6325 
5333 
4340 
3407 
2511 
1878 
1318 
0892 
0582 


0367 


9,7 


5040 
3195 
2697 
1809 
1147 
0688 
0391 
O211 
0108 
0053 
0025 
0011 
0005 
0002 
0001 


17 


1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 

9998 


9,8 


5168 
3920 
2807 
1899 
1214 
0732 
0421 
0230 
0119 
0059 
0028 
0013 
0005 
0002 
0001 


18 


1,0000 
1,0000 
1, 0000 


9,9 


5295 
4045 
2919 
1991 
1284 
0784 
0454 
0249 
0130 
0065 
0031 
0014 
0006 
0003 
0001 


19 


1,0000 
1, 0000 
1,0000 
1, 0000 
1,0000 


10,0 
5421 





T9 


Tabela III 


Funkcija vjerojatnosti binomne razdiobe b(m;n;p) = mjoa-p)i-m, 


liko je P>0,5 može se primijeniti formula b(m;n;p) = b(n-m;n;1-p). Ispred 


OORANBVVOHODINVJBVOHOJNJEUVDHORNJNBVPNHOVAVVHOPVPNHOVPNHOPHOHO S 


0,05 


9500 
0500 
9025 
0950 
0025 
8574 
1354 
0071 
0001 
8145 
1715 
0135 
0005 


. 0000 , 


1738 
2036 
0214 
0011 
0000 
0000 
1351 
edal 
0305 
0021 
0001 
0000 
0000 
6983 
2573 
0406 
0036 
0002 
0000 


+ 0000 


0,10 


9000 
1000 
8100 
1800 
0100 
7290 
2430 
0270 
0010 
6561 
2916 
0486 
0036 


0001 


5905 
3280 
0729 
0081 
0004 
0000 
5314 
3343 
0984 
0146 
0012 
0001 
0000 
4783 
3T20 
1240 
0230 
0026 
0002 


* 0000 >: 


0000 
4305 
3826 
1488 
0331 
0046 
0004 
0000 
0000 
0000 
3874 
3874 
lf22 
0446 
0074 
0008 
0001 


* 0000 


0000 
0000 


0,15 


8500 
1500 
7225 
2550 
0225 
6141 
3251 
0574 
0034 
5220 
3685 
0975 
0115 


0005 . 


4437 
3915 
1382 
0244 
0022 
0001 
3171 
3993 
1762 
0415 
0055 
0004 
0000 


0002 
0000 
0000 
2316 
3679 
2597 
1069 


0283 . 


0050 
0006 


* 0000 ' 


0000 


0000 “ 


0,20 


8000 
2000 
6400 
3200 
0400 
5120 
3840 
0960 
0080 
4096 
4096 
1536 
0256 


0016. 


32717 
4096 
2048 
0512 
0064 
0003 
2621 
3932 
2458 
0819 
0154 
0015 
0001 
2097 
3670 
27153 
1147 
0287 
0043 


0004 * 


0000 
1678 
3355 


2536 


1468 
0459 
0092 
OO1I 
0001 
0000 
1342 
3020 
3020 
1762 
0661 


0165- 


0028 


0003 


0000 
0000 


p 
0,25 


0038 
0004 
0000 
0751 
2253 
3003 
2336 
1168 
0389 
0087 


0012 ' 


0001 
0000 


šetveroznamenkastih brojeva treba staviti 0, . 


0,30 


7000 
3000 
4900 
4200 
0900 
3430 
4410 
1890 
0270 
2401 


4116 


2646 
0756 
0081 
1681 


3602 . 


3087 
1323 
0284 
0024 
1176 
3025 
3241 
1852 
0595 
0102 


0007. 


0824 
2471 
ILITI 
2269 
0972 
0250 
0036 
0002 
0576 
1977 
2965 
2541 
1361 
0467 
0100 
0012 
0001 
0404 
1556 
2668 
2668 
1715 
0735 
0210 


0039 ' 


0004 
0000 


0008 


0,50 


5000 
5000 
2500 
5000 
2500 
1250 
3750 
3750 
1250 
0625 
2500 
3750 
2500 
0625 
0312 
1562 
3125 
3125 
1562 
0312 
0156 
0938 
2344 
3125 
2344 
0938 
0156 
0078 
0547 
1641 
2734 
2734 
1641 
0547 
0078: 
0039 
0312 
1094 
2188 
2734 
2188 
1094 


03512 


0039 
0020 
0176 
0703 
1641 
2461 
2461 
1641 
0703 . 
0176 
0020 


10 


11 


Te 


H 
HOVORNAIBVOHOOVOVIRINIBUWPNHO B 


HH 


HH 
HOVOV=RNJIAVPNHO 


H 
Horn 


HHREBP 
VOSNAJNBVPHOVVHOVORJ NU BU P 


0028 
0003 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
4877 
3593 
1229 
0259 
0037 
0004 
0000 
0000 
"0000 
0000 


0,15 
1969 


mVO 
Tabela III - nastavak 
p 
0,20 0,25 
1074 0563 
2684 1877 
3020 2816 
2013 2503 
0881 1460 
0264 0584 
0055 0162 
0008 0031 
0001 0004 
0000 0000 
0000 0000 
0859 0422 
2362 1549 
2953 2581 
2215 2581 
1107 1T21 
0388 0803 
0097 0268 
0017 0064 
0002 0011 
0000 0001 
0000 0000 
0000 0000 
0687  .0317 
2062 1267 
2835 2323 
2362 2581 
1329 1936 
0532 1032 
0155 0401 
0033 0115 
0005 0024 
0001 0004 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
0550 0238 
1787 1029 
2680 2059 
2457 2517 
1535 2097 
0691 1258 
0230 0559 
0058 0186 
0011 0047 
0001 0009 
0000 0001 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
0440 0178 
1539 0832 
2501 1802 
2501 2402 
1720 2202 
0860 1468 
0322 0734 
0092 0280 
0020 0082 
0003 0018 


0,30 
0282 
1211 
2335 
2668 
2001 


0618 
0232 


0066 


0408 





0006 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
4401 
3706 
1463 
0359 
0061 
0008 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0000 


0000 
4181 
3141 
LI 
0415 
0076 
0010 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0,10 


0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
2059 
3432 
2669 
1285 
0428 
0105 
0019 
0003 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
1853 
3294 
2145 
1423 
0514 
0137 
0028 
0004 

0001 

0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
1668 
3150 
2800 
1556 

0605 

0175 

0039 

0007 

0001 

0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0000 


0000 
0000 


0000 
0000 
0000 
0000 


0000 


T11 
Tabela III — nastavak 
p 
0,20 


0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0352 
1319 
2309 
2501 
1876 
1032 
0430 
0138 
0035 
0007 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0281 
1126 
2lll 
2463 
2001 
1201 
0550 
0197 
0055 
0012 
0002 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0225 
0957 
1914 
2393 


2093: 


1361 
0680 
0267 
0084 
0021 
0004 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0000 


0,25 


0003 
0000 
0000 
0000 
0000 
0134 
0668 
1559 
2252 
2252 
1651 
0917 
0393 
0131 
0034 
0007 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0100 
0535 
1336 
2079 
2252 
1802 
1101 
0524 


0,30 


0014 
0002 
0000 
0000 
0000 
0047 
0305 
0916 
1700 
2186 
2061 
1472 
0811 
0348 
0116 
0030 
0006 
0001 
0000 
0000 
0000 


0033. 


0228 
0732 
1465 
2040 
2099 
1649 
1010 
0487 
0185 
0056 
0013 
0002 
0000 
0000 
0000 
0000 
0023 
0169 
0581 
1245 
1868 
2081 
1784 
1201 
0644 
0276 
0095 
0026 
0006 
0001 
0000 
0000 
0000 


0000 


0,35 


0049 
0010 
0001 
0000 


1110 
1792 


0000 
0000 


0,45 


0312 
0093 
0019 
0002 
0000 
0001 
0016 
0090 


0,50 


0611 
0222 
0056 
0009 
0001 
0000 
0005 
0032 
0139 
0417 
0916 
ib2T 
1964 


. 1964 


1527 
0916 
0417 
0139 
0032 
0005 
0000 
0000 
0002 
0018 
0085 
0278 
0667 


1746 
1964 
1746 
1222 
0667 
0278 
0085 
0018 
0002 
0000 
0000 
0001 
0010 
0052 
0182 
0472 
0944 
1484 
1855 
1855 
1484 
0944 
0472 
0182 
0052 
0010 
0001 


0000 


20 


OOJNIBVVHO H 


0,10 
1501 


0,15 


0536 
1704 
2556 
2406 
1592 
0787 
0301 
0091 
0022 
0004 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0456 
1529 
2428 
2428 
1714 
0907 
0374 
0122 
0032 
0007 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0388 
1368 
2293 
2428 
1821 
1028 
0454 
0160 
0046 
0011 
0002 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0000 


TI2 


Tabela III - nastavak 


P 
0,20 


0180 
0811 
1723 
2297 
2153 
1507 
0816 
0350 
0120 
0033 
0008 
C001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0144 
0685 
1540 
2182 
2182 
1636 
0955 
0443 
0166 
0051 
0013 
0003 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0115 
0576 
1369 
2054 
2182 
1746 
1091 
0545 
0222 
0074 
0020 
0005 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0,25 


0056 
0338 
0958 
1704 
2130 
1988 
1436 
0820 
0376 
0139 
0042 
0010 
0002 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0042 
0268 
0803 
1517 


"2023 


2023 
1574 
0974 
0487 
0198 
0066 
0018 
0004 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0032 
0211 
0669 
1339 
1897 


0,30 


0016 
0126 
0458 
1046 
1681 
2017 
1873 
1376 
0811 
0386 
0149 
0046 
0012 
0002 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0011 
0093 
0358 
0869 
1491 
1916 
1916 
1525 
0981 
0514 
0220 
0077 
0022 
0005 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0008 


0068" 


0278 
0716 
1304 
1789 
1916 
1643 
1144 
0654 
0308 
0120 
0039 
0010 
0002 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


.0000 


0,35 


0004 
0042 
0190 
0547 
1104 
1664 
1941 
1792 
1327 
0794 
0385 
0151 
0047 
0012 
0002 
0000 
0000 


0422 
0909 


0006 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0002 
0020 
0100 
0323 
0738 
1272 
1712 
1844 
1614 
1158 
0686 
0336 
0136 
0045 
0012 
0003 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0,40 


0001 
0012 
0069 
0246 
0614 
1146 
1655 
1892 
1734 
1284 
0771 
0374 
0145 
0045 
0011 
0002 
0000 
0000 
0000 
0001 
0008 
0046 
0175 
0467 
0933 
1451 
AT9T 
1797 
1464 
0976 
0532 
0237 
0085 


. 0024 


0005 
0001 
0000 
0000 
0000 


0123 
0350 


l1l71 
0710 


0000 
0000 


0000 


0002 
0000 
0000 
0000 


. 0000 


0000 


0018 
0074 
0222 
0518 





DORBLVDNEVOOJAJNEVDOEOSDJEVNEPISNJELVDOHAVAVNEPVJABOVPNHPEVPHoVVHPNH B 


TI3 
Tabela IV 


n 
* ; a n Prt- reko . 
F"(m;p) Ši (2)» p 


četveroznamenkastih brojeva treba staviti 0, . 


0,05 


0975 
0025 
1426 
0072 
0001 
1855 
0140 
0005 
0000 
2262 
0226 
0012 
0000 
0000 
2649 


0861 
0115 


0010" 


0001 


0,10 


1900 
0100 
2710 
0280 
0010 
3439 
0523 
0037 
0001 
4095 
0815 
0086 
0005 
0000 
4686 
1143 
0158 
0013 
0001 
0000 
5217 
1497 
0257 
0027 
0002 
0000 
0000 
5695 
1869 


0,15 


2175 
0225 
3859 
0608 
0034 
4780 
1095 


. 0120 


0005 
5563 
1648 
0266 
0022 
0001 
6229 
2235 
0473 
0059 
0004 


0002 
0000 
0000 
7684 
4005 
1409 
0339 
0056 
0006 
0000 
0000 
0000 
8031 
4551 
1798 
0500 
0099 


0,20 


3600 
0400 
4880 
1040 
0080 
5904 
1808 
0272 
0016 
6723 
2627 
0579 
0067 
0003 
7379 
3446 
0989 
0170 
0016 
0001 
7903 
4233 
1480 
0333 
0047 
0004 
0000 
8322 
4967 
2031 
0563 
0104 


Pp 


0012 


0001 
0000 
8658 
5638 


“2618 


0856 
0196 
0031 
0003 


0000 


0000 
8926 


6242 | 


3222 
1209 
0328 


0,25 


4375 
0625 
5781 
1562 
0156 
6836. 
2617 
0508 
0039 
7627 
3672 


0781 


0,30 


5100 
0900 
6570 
2160 
0270 


.0,35 


5175 
1225 
7254 
2818 
0429 
8215 
4370 
1265 
0150 
8840 
5716 
2352 


0540 


0053 
9246 
6809 


0,40. 


6400 
1600 
7840 
3520 
0640 
8704 
5248 
1792 
0256 
9222 
6630 
3174 
0870 
0102 


9533, 


7667 
4557 
1792 
0410 


Ako sa F(m) označimo funkciju razdiobe vjerojatnosti za binomnu 
M zdiobu, tabela daje vrijednosti funkcije F*(m;p) =1-F(m), tj. 


0,45 


6975 
2025 
8336 
4252 
0911 
9085 
6090 
2415 
0410 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


OVOM HB 


H 


HH 
O ORI MV BVVHRHOVORJAVABLVNVEH 


H HHH 
OVOJ ELVVHPHO 


HH 
PH 


H 
OO MUVI BLOND BHUW 


0,05 


0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
4312 
1019 
0152 
0016 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0000 
0000 
0000 
0000 
5367 
1710 
0362 
0055 
0006 


0556 
0127 


0,15 


0014 
0001 
0000 
0000 


0022 
0003 


0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
9126 
6814 
3958 
1773 
0617 


TI4 


Tabela IV - nastavak 
p 


0,20 


0064 
0009 
0001 
0000 
0000 
9141 
6779 
3826 
15611 
0504 
0117 
0020 
0002 
0000 
0000 
0000 
9313 
7251 
1417 
2054 
0726 
0194 
0039 
0005 
0001 
0000 
0000 
0000 
9450 
7664 
4983 
2527 
0991 
0300 
0070 
0012 
0002 
0000 
0000 
0000 
0000 
9560 
8021 
5519 
3018 
1298 
0439 
0116 
0024 
0004 
0000 
CO00 
0000 
0000 
0000 
9648 
8329 
6020 
3518 
1642 


0,25 


0022 
0003 
0000 
0000 
0000 
0000 
9866 
9198 
7639 
5387 
3135 


0,30 


0473 
0106 
0016 
0001 
0000 
9802 
8870 
6873 
4304 
2103 
0782 
0216 
0043 
0006 
0000 
0000 
9862 
9150 
T472 
5075 
2763 
1178 
0386 


0095 . 


0017 
0002 
0000 
0000 
9903 
9363 





0,05 


0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 


0000 


525 


Tabela Iv = nastavak 


0,20 


0611 
0181 
0042 
0008 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
9719 
8593 
6482 
4019 
2018 
0817 
0267 
0070 
0015 
0002 
0000 
0000 
0000 


P 


0,25 


1484 
0566 
0173 
0042 
0008 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
9900 
9365 
8029 
2230 
3698 
1897 
0796 


0,30 


2784 
1311 
0500 
0152 
0037 
0007 
0001 
0000 
0000 
0000 
9967 
9739 
93005 
7541 
5501 
3402 
1753 
OT44 
0257 
0071 
0016 


0003" 


0000 


0003 


0000 


O, 40 
5968 


0,45 
1392 


n 
18 


19 


20 


m 


16 


HH 
OONNUAVOPNHOJ 


0,15 


0000 
0000 
0000 
9544 


T16 


Tabela IV - nastavak 


P 

0,20 0,25 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
9856 9958 
9171. 9690 
7631 8887 
5449 7369 
3267 5346 
1631 3322 
0676 1749 
0233 0775 
0067 0287 
0016 0089 
0003 0023 
0000 0005 
0000 0001 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
9885 9968 
9308 9757 
1939 9087 
5886. 7748 
3704. 5852 
1958 3828 
0867 2142 
0321 1018 
0100 0409 
0026 0139 
0006 0039 
0001 0009 
0000 0002 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 
0000 0000 


0,30 


0000 
0000 
0000 
9989 
9896 
9538 
8668 
7178 
5261 
3345 
1820 
0839 
0326 
0105 
0028 
0006 
0001 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
9992 
9924 
9645 


0000 
0000 
0000" 
0000 


0,45 


0001 
0000 


1,0000 





0 


39894 
39892 
39886 
39876 
39862 
39844 
39822 
39797 
39767 


j prvom retku tabele 
unkcije “P(x) dobivaju 


1 


39894 
39892 
39885 
39875 
39861 
39842 
39820 


38127 
38011 
37891 
31168 
37641 
3T511 
31378 
31241 
37101 
36958 
36812 
36663 
36511 
36356 
36198 
36036 


. 35873 


35706 
35536 
35364 
35189 
35011 
34831 


2 


39894 
39891 
39885 
39874 
39859 
39840 
39818 
39791 


T17 


Tabela V . 


2 
39894 
39891 
39384 
39813 
39857 
39838 
39815 
39788 
39751 
39722 
39683 
39640 
39594 
39543 
39488 


Gustoća standardne normalne razdiobe 


4 


39894 
39890 
39883 
39871 


39856 


39836 
39813 
39785 
39754 
39718 


39679 


39636 
39589 
39538 
39483 
39424 
39361 
39295 
39225 
39151 
39073 
38991 
38906 
38817 
38724 
38628 
38528 
38424 
38317 
38207 
38093 
31975 


T(x) = 


nalaze se posljednje znamenke 
se tako da se ispred tabličnih znamenaka piše 0, , 
ovo D je pokrata za 00 a slovo T je pokrata za 000. 


36449 
36293 


34940 
34758 


1 


6 


39894 
39889 
39881 
39868 
39852 
39832 
39807 
39179 
39147 
39711 
39671 
39627 
39579 
39521 


2 
e"* /2 


8 


39893 
39888 


\ m 
rojeva x, Vrijednosti 


35570 


35399 


34867. 
34685 


T18 g 


Tabela V — nastavak 


[0] 1 2 3 4 5 6 T 8 9 


2 03547 03470 03394. 03319 _ 03246 03174. 03103 03034 02965 02898 
2.3 02833 02768 02705 02643 02582 02522 02463 02406 02349 02294 
2,4 02239 02186 02134 02083 02033 01984. 01936 01888 01842 01797 
b,5 01753 01709 01667 01625 01585 01545 01506 01468 01431 01394 
2,6 01358 01323 01289 01256 01223 01191 Ol160 01130 01100 OLOTI 
BT 01042 Ol1014 D98T71 D9606 D9347 D9094_ D8846  D8605. D8370 D8140 
DT915  DT697 DT483 DT274_ DTOTL D6873 D6679 D6AJI D6307 D6127 
2,9 D5953 D5782 D5616 D5454 D5296 D5143 D4993 D4847 D4705  D4567 
3,0. D4432 D4301_ D4173 D4049 D3928 D3810 D3695 D3584 D3475  D3370 
3,1 D3267 D3167 D3070 D2915 D2884 D2794 D2707 D2623 D2541 _ D2461 
3,2  D2384 D2309 D2236 D2165 D2096 D2029 D1964_ DI1901 DI8A4O D1780 
3,3  D1723 D1667 DI612 D1560 D1508 D1459 DI411_ D1364_ D1319_ D1275 
3,4. D1232 D191 DLISI D112 D1075 D1038 D1003 T9689 T9358 T9037 
3,9 T8727 T8426 T8135 T7853 T7581 77317 T70O61 T6BL4 T6575  T6343 
3,0. T6ll9 T5902 T5693 T5490 15294 T5105 T4921_ TAT44. T4573 T4408 
3,1  T4248 14093 T3944_ T3800 T3661 T3526 T3396 T3271 T3149  T3032 
3,8  T2919 T2810 T2705 T2604  T2506 T2411 T2320 T2232 T2147  T2065 
3,9 T1987 TI1910 T1837 T1766 T1698 T1633 T1569 T1508 T1449_ T1393 
O T1338 T1286 T1235 T1186 TII40 TIOJA T1051 T1009 TO969  T0930 


Tabela V — nastavak 


o 1 2 3 4 5 6 q 8 9 


34667 34648 34630 34611 34593 34575 34556 34538 34519 34500 
34482 34463 34445 34426 34407 34388 34370 34351 34332 34313 
34294 34216 34257 34238 34219 34200 34181 34162 34143 34124 
34105 34085 34066 34047 34028 34009 33990 33970 33951 33932 
33912 33893 33874 _ 33854 33835 33815 33796 33777 3375717 33738 
33118. 33698 33679 33659 33640 33620 33600 33581 33561 33541 
33521 33502 33482 33462 33442 33422 33402. 33382 33362 33342 
33322 33302 33282 33262 33242 33222 33202 33182 33162 33142 
33121 33101 33081 33061 33040 33020 33000 32980 32959 32939 
32918 32898 32878 32857 32837 32816 32796 32775 32754 32734 
32713 32693 32672 32651 32631 32610 32589 32569 32548 32527 
32506 32485 32465 32444 32423 32402 32381 32360 32339 32318 
32297 32276 32255 32234 32213 32192 32171 32150 32129 32108 
32086 32065 32044 32023 32002 31980 31959 31938 31916 31895 
31874 31852 31831 31810 31788 31767 31745 31724 31702 31681 
31659 31638 31616 31595 31573 31551 31530 31508 31487 31465 
31443 31421 31400 31378 31355 31334 31313 31291 31269 31247 
31225 31204 31182 31160 31138 31116 31094 31072 31050 31028 
31006 30984 30962 30940 30918 30896 30874 30852 30829 30807 
30785 30763 30741 30719 30696 30674 30652 30630 30607 30585 
30563 30540 30518 30496 30473 30451 30429 30406 30384 30361 
30339 30316 30294 30272 30249 30227 30204 30181 30159 30136 
30114 30091 30069 30046 30023 30001 29978 29955 29933 29910 
29887 29865 29842 29819 29796 29774 29751 29728 29705 29682 
29659 29637 29614 29591 29568 29545 29522 29499 29476 29453 
29431 29408 29385 29362 29339 29316 29293 29270 29246. 29223 
29200 29177 29154 29131 29108 29085 29062 29039 29015 28992 
28969 28946 28923 28900 28876 28853 28830 28807 28783 28760 
28137 28714 28690 28667 28644 28620 28597 28574 28550 28527 
28504 28480 28457 28433 28410 28387 28363 28340 28316 28293 
28269 28246 28223 28199 28176 28152 28129 28105 28081 28058 
28034 28011 27987 27964 27940 27917 27893 27869 27846 27822 
21198 27175 21151 27728 27704 27680 27657 27633 27609 27586 
27562 27538 27514 27491 27467 27443 27419 27396 27372 27348 
27324 27301 27277 27253 27229 27205 27182 27158 27134 27110 
27086 27063 27039 27015 26991 26967 26943 26919 26896 26872 
26848 26824 26800 26776 26752 26728 26704 2665680 26656 26632 
26609 26585 26561 26537 26513 26489 26465 26441 26417 26393 
26369 26345 26321 26297 26273 26249 26225 26201 26177 26153 
26129 26105 26081 26056 26032 26008 25984 _ 25960 25936 25912 
25888 25864 25840 25816 25792 25768 - 25744. 25719 25695 25671 
25647 25623 25599 25575 25551 25527 25502 25478 25454. 25430 
25406 25382 _ 25358 25333 25309 25285 25261 25237 25213 25189 
25164 25140 25116 25092 25068 25044 25019 24995 24971 24947 
24923 24899 24874 _ 24850 24826 24802 24778 24754. 24729 24107 
24681 24657 24633 24608 24584 24560 24536 24512 24487 244 i 
24439 24415 _ 24391 _ 24366 24342 24318. 24294. 24270 24245 zas 
24197 23955 23713 23471 23230 22988 22747 22506 22265 Zo 
21785 21546 21307 21069 20831 20594 20357 20121 19886 19625 
19419: 19186 18954 18724 18494 18265 18037 17810 17585 Tiga 
17137 16915 16694 16474 16256 16038 15822 15608 15395 Evu 
14973 14764. 14556 14350 14146 13943 13742 13542 13344 LAO 
12952 12758 12566 12376 12188 12001 11816 11632 11450 eh 
11092 10915 10741 10567 10396 10226 10059 09893 09728 095 
09405 09246 09089 08933 08780 08628 08478 08329 08183 6687 
07895 07754 07614 OT4TT 01341 07206 07074 _ 06943 06814 95508 
06562 06438 06316 06195 06077 05959 05844. 05730 05618 191 
05399 05292 05186 05082 04980 04879 04780 04682 04586 SE 
04398 04307 04217 04128 O4041 03955 03871 _ 03788 03706 03 


Tabela VI 






X 2 x 2 
Tabela daje vrijednosti funkcije db"(x) = —> Pe dt = |" dt. 
Vas _) V2T, 


Ako px) označava funkciju razdiobe za standardnu normalnu razdiobu, tada 
e D(x)=(b*x)+1)/2. U prvom retku tabele nalaze se posljednje znamenke 


brojeva x. Vrijednosti funkcije x) dobivaju se tako da se ispred tabli- 
nih znamenaka niše 0, , Za zLog 99 uvedena je pokrata D, za slog 999 po- 
krata T a za slog 9999 pokrata Č. 


0 1 e 3 4 Đ 6 7 8 9 


00000 00080 00160 00239 00319 00399 00479 00559 00638 00718 
00798 00878 00957 01037 O1117 O1197 01277 01356 01436 01516 
01596 01675 01755 01835 01915 01995 02074 02154 02234. 02314 
02393 02473 02553 02633 02712 02792 02872 O2951_ 03031. O3Z111 
03191 03270 03350 03430 03510 03589 03669 03749 03828 03908: 
03988 04067 04147 04227 04306 _ 04386 04466 04545 _ 04625 04705 
04784. 04864 04944. 05023 '05103 05183 05262 05342 05421_ 05501 
05581 05660 05740 05819 05899 05979 06058 06138 06217 06297 
06376 06456 06535 06615 06694 06774 _ 06853 06933 07012 07092 
07171 07251 07330 07410 _ 0748907569 07648 07727 07807 07880 
07966 08045 08124 _ 08204 08283 08362 08442 08521 08600 08680 
08759 08838 08918 08997 09076 09155 09235 09314. 09393 09472 
09552 09631 09710 09789 09868 09948 10027 10106 10185 10264 
10343 10422 10502 10581 10660 10739 10818 10897 10976 11055 
11134 11213 11292 11371 11450 11529 11608 11687 11766 11845 
11924 12002 12081 12160 12239 12318 12397 12476 12554 12633 
12712 12791 12869 12948 13027 13106 13184 13263 13342 i ok 
13499 13578 13656 13735 13813 13892 13971 14049 14128 per 
14285 14363 14442 . 14520 14599 14677 14756 14834 14912 1499 

15069 15147 15226 15304 15382 15461 15539 15617 15695 roi 
15852 15930 16008 16086 16165 16243 16321 16399 16477 1 2 
16633 16711 16789 16867 16945 17023 17101 17179 17257 1733 

17413 17491 17569 17646 17724. 17802 17880 17958 18035 18113 
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T21 
: Tabela VI — nastavak & z m 3 n i s \ 
X . , 7 8 9 

o. 2 z 3 4 5 s T . 9 0,82 58778 58835 58892 58949 59006 59063 59120 59176 59233 59299 
18191 18269 18346 18424. 18502 18579 18657 18734 18812 18889 0,83 59346 59403 59459 59516 59572 59628 59685 59741 59797 59853 
18967 19044 19122 19199 19277 19354 19432 19509 19587 19664 0,84 59909 59965 60021 60077 60133 60189 60245 60300 60356 60412 
19741 19819 19896 19973 20050 20128 20205 20282 20359 20436 0,85 60467 60523 60579 60634 60690 60745 60800 60856 60911 60966 
20514 20591 20668 20745 20822 20899 20976 21053 21130 21207 0,86 rs ik 61131 61186 61241 61296 61351 61406 61461 61515 
21284 21361 21438 21515 21592 21668 21745 21822 21899 21975 Po ibi 61 Za 01679 61734 61788 61843 61897 61951 62006 62060 
22052 22129 22206 22282 22359 22436 22512 22589 22665 22742 555 dai oke 62222 62276 62330 62384 62438 62492 62546 62600 
22818 22895 229T1 23048 23124 23201 23277 23353 23430 23506 Nm so ad 62761 62814 62868 62921 62975 63028. 63081 63135 
23582 23659 23735 23811 23887 23963 24040 24116 24192 24268 Bo. SILE E 41 ari 63341 63400 63453 63506 63559 63612 63665 
24344 24420 24496 24572 24648 24724 24800 24876 24952 25027 E E2045 Zo deri ak: 63928 63981 64033 64086 64138 64190 
25103 25179 25255 25330 25406 25482 25558 25633 25709 25784 B23 kaTE a a 4399 64451 64503 64555 64607 64659 64T11 
25860 25936 26011 26087 26162 26237 26313 26388 26464 26539 B31 di 2. 15 .. ok 64970 65021 65073 65124 65176 65227 
26614 26690 26765 26840 26915 26991 27066 2T141 27216 27291. M odora BIO a 5432 05483 65534 65585 65636 65687 65738 
27366 27441. 27516 27591 27666 27741 27816 27891 27966 28040 HE da Z 4 kre 65941 65992 66042 66093 66143 66194 66244 
28115 28190: 28265 28340 28414 28489 28563 28638 28713 28787 nik: drei o I 66495 66546 66596 66646 66696 66745 
28862 28936 29011“ 29085 29160 29234 29308 29383 29457 29531 o 8 672 : č 49 g 895 66945 66994 67044 67094 67143 67193 67242 
29605 29680 29754 29828 29902 29976 30050 30124. 30198 30272 Ba di Zi Za 1390 67439 67488 67538 67587 67636 67685 67734 
30346 30420 30494 30568 30642 30716 30789 30863 30937 310i [BE+c9 CLI22 CTBZI LIBRO GT223 STOTE GBOL6 GBOTS GS124 GBITZ 68221 
31084 31158 31232 31305 31379 31452 31526 31599 31673 31746 o“ ee 8750 69227 69699 70166 70628 71086 71538 71986 72429 
31819 31893: 31966 32039 32113 32186 32259 32332 32405 32478 Ga: SI Pe 73729 T4152 T45T1 74986 75395 75800 76200 76595 
32551 32624 32697 32770 32843 32916 32989 33062 33135 33208 55 bi. = she 11754 18130 78502 T8870 79233 T9592 79945 80295 
33280 33353 .33426 . 33499 33571 33644 33716 33789 33861 33934 14 a Zi 2 : 81316 81648 81975 82298 82617 82931 83241 83547 
34006 34079: 34151 34223 34296 34368 34440 34512 34585 34657 1'5 ok Eo 84439 84728 85013 85294 85571 _ 85844. 86113 86378 
34729 34801 34873 34945 35017 35089 35161 35233 35305 35377 PZo8 ma = BE 87149 87398 87644 87886 .88124 88358 88589 88817 
35448 35520 35592 35664 35735 35807 35878 35950 36022 36093 E! Ko 9260 89477 89690 89899 90106 90309 _ .90508 90704 90897 
36164 36236 36307 36379 36450 36521 36593 36664 36735 36806 bI a 87 91273 91457 91637 91814: 91988 92159 92327 92492 92655 
36877 36948 37019 37090 37161 37232 37303 37374. 37445 37516 I 9 > 92970 93124 93275 93423 93569 93711 93852 93989 94124 
37587 37657 3T728 37799 37869 37940 38011 38081 38152 38222 4 pada 94387 94514. 94639 94762 94882 95000 95116. 95230 _ 95341 
38292 38363 38433 38504 38574 38644 38714 38785 38855 38925 E: 4 5 regi 95662 95764 95865 95964 96060 96155 96247 96338 
38995. 39065 39135 39205 39275 39345 39415 39484 39554 39624 E 9 i 96514 96599 96683 96765 96844 96923 96999 97074. 97148 
39694 39763 39833 39903 39972 40042 40111 40181 40250 40319 E 97219 97289 97358 97425 97491. 97555 97618 97679 97739 97798 
40389 40458: 40527 40597 40666 40735 40804 40873 40942 410i 6.2 97855 97911 97966 98019 98072 98123 98173 98221 98269 98315 
41080. 41149 41218 41287 41356 41425 41493 41562 41631 41699 E. 98360 98405 98448 98490 98531 98571 98611 98649 98686 98723 
“41768 . 41837 41905 41974 42042 42111 42179 42247 42316 ZABE 93 98758 98793 98826 98859 98891 98923 98953 98983 DO120 DO402 
42452. 42520 42588 42657 42725 42792 42861 42929 42997 430 : 2,6  D0678 DO946 D1207 D1462 D1709 D1951 D2186 D2415 D2638 D2855 
43132, 43200 43268 43336 43403 434T1 43538 43606 43674. 4314 2,1  D3066 D3272 D3472 D3667 D3856 D4040 D4220 D4394 D4564  D4729 
'43809.: 43876 43943 44011 44078 44145 44212 44280 44347 44414 2,8  D4890 D5046 D5198 D5345 D5489 D5628 D5764 D5895 D6023 D6148 
44481 44548 44615 44682 44749 44816 44882 44949 45016 er 2,9  D6268 D6386 D6500 D6610 D6718 D6822 D6924 D7022 DT118 DT210 
45149 45216 45283 45349 45416 45482 45549 45615 45681 pa 3,0. D7300 D7388 DT4T2 DT554_ DT634 DTTI2 DTT8T DT7859 DT930 DT998 
45814 45880 45946 46012 46078 46145 46211 46277 46342 Poe. 3,1  D8065 D8129 D8191 D8252 D8311 D8367 D8422 DB476 D8527 D85TT 
46474. 46540 46606 46672 46737 46803 46869 46934 47000 HE 3,2  D8626 D8673 D8TI8 D8762 D8805 D8846 D8886 D8925 D8962 DB998 
47131 47196 47261 47327 47392 47457. 41522 47588 47653 Tee 3,3  T0332 TO670 TO998 T1315 T1622 TIJIJ T2206 T2483 T2T751  T3011 
47183 47848 47913 47978 48042 48107 48172 48237 48302 AEDLO 3,4 T3261 13504 T3738 T3964 T4183 T4394 T4598 T4795 T4986. T51T0 
48431 48495 48560 48624 48689 48753 48818 48882 48946 SOES0 3,5 15347 T5519 T5685 T5844 T5999 T6l48 T6291 T6430 T6564  T6693 
49075 49139 49203 49267 49331 49395 49459 49523 49987 Ži006 3,6. T6818 T6938 TT054 TT166 .TT2T4 17378 TTATB TT5ETA TT668  TTTST 
49714 49778 49842 49905 49969 50032 50096 50159 50223 920 a: 3,7  T7844 T7927 T8008 T8085 T8160 T8232 T8301 T8368 T8432 T8494 
50350 50413 50476 50539 50602 50666 50729 50792 50859 KET 3,8. T8553 T8610 T8665 TB8719 TB8TTO TB819 T8866 T8912 T8955 18998 
50981 51043 51106 51169 51232 51294 51357 51420 51482 21148 3,9  ČO381 ČOTTO Č1145 Č1505 Čl1852 Č2185 Č2505 Č2813 3108 03393 
51607 51610 51732 51794 51857 51919 51981 52043 52105 > 786 4,0  Č3666 Č3928 Č4180 Ć4422 Č4655 Č4878 Č5093 Č5299 Č5496 Č5686 
52230 52292 52354 52415 52417 52539 52601 52663 52724 32 00 4,1  Č5868 Č6043 Č6211 Č6372 Č6527 Č6675 Č6817 Č6954 C7085  CT210 
52848 52909 52971 53032 53093 53155 53216 953217 53332 22509 4,2  ČT331 ČT446_ ČT557 ČT663 ČTT65 ČTB862 ČT956 Č8045 ČB131 €8213 
53461 53522 53583 53644 53705 53766 53827 53888 53949 LAŽNI 4,3  Č8292 Č8367 Č8440 Č8509 Č8575 Č8639 Č8699 C8758 Č8813 8866 
54070 54131 54191 54252 54312 54373 54433 54494 54554 25219 4,4. Č8917 Č8966 Č9013 Č9058 ČJlLOO ČJI41 Č9180 Č9218 9254  C9288 


54675 54735 54795 54855 54915 54975 55035 75095 
55275 55334 55394 55454 55513 55573 55632 55692 

55810 55929 55989 56048 56107 56166 56225 56284 
56461 56520 56579 56637 56696 56755 56813 56872 
51047 57106 57164 57222 57280 57339 5713917 57455 
57629 57687 57745 57803 57860 57918 57976 58033 
58206 58263 58321 58378 58436 58493 58550 58607 





Ako b(x) označava funkciju razdiobe vjerojatnosti za standardnu normalnu 


T22 


Tabela VII 


Kvantili standardne normalne razdiobe u 


razdiobu, tada je du.) =a. 


Ako F(+) označava funkciju raz 
tada je Pt.) = q. U prvom ret 


Pp, 


OODRIMNVJ BUWVPNEHP HH 


P 


s... 


oooooooooooooooocoo 
OOPFHHPBHNOVNVOVNW BUMO OVO 
nBoon=noorHonnoocoooo 


so 4 uosos “ou o.oeoe oo. 


0,90 

0,158 
0,142 
0,137 
0,134 
01132 
0,131 
0,130 
0,130 
0,129 
0!129 
0,129 
0,128 
0,128 
0,128 
0,128 


1-g 


s. 
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Kvantili Studentove razdiobe t 


u 
D 


0,12566 
0,25335 
0,38532 
0,52440 
0,67449 
0,84162 
0,91537 
0,99446 
1,08032 
1,17499 
1,28155 
1,34076 
1,40507 
1,47579 
1,55411 
1,64485 
1,75069 
1,88079 


0,05 
0,04 
0,03 
0,02 
0,018 
0,016 
0,014 
0,012 
0,01 
0,009 
0,008 
0,007 
0,006 
0,005 
0,004 
. 0,003 
0,002 
0,001 
0, 0001 


Tabela VIII 


lim t 
f->00 


a u prvom stupcu broj stupnjeva slobode f. 
kvantili Studentove razdiobe mogu se aproksim 
normalne razdiobe, jer je 


= u 


q 


4-2 


. 0,99995 


13 


nivo signifikantnosti p 


0,70 


0,325 0,510 
0,289 0,445 
0,277 0,424 
0,271 0,414 
0,267 0,408 


0,60 


0,727 
0,617 
0,584 
0,569 
0,559 
0,553 


0,50 


1,000 
0,816 
0,765 
O,T41 
0;727 
0,718 
0,711 
0,706 
0,703 
0,700 
0,697 
0,695 


0,694 


0,692 
0,691 


u 

1-5 
1,95996 
2,05315 


3,29093 
3,89059 


diobe vjerojatnosti za Studentovu razdiobu, 
ku tabele nalazi se nivo signifikantnosti 


Ako je f dovoljno veliko, 
irati kvantilima standardne 


0,90 
0,128 


Oyl27 


0,80 
0,258 
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Tabela Viri = nastavak 


nivo signifikantnosti p 


0,70 0,60 0,50 
0,392 0,535 0,690 
0,392 0,534 0,689 
0,392 0,534 0,688 
0,391 0,533 0,688 
0,391 0,533 0,687 
0,391 0,532 0,686 
0,390 0,532 0,686 
0,390 0,532 0,685 
0,390 0,531 0,685 
0,390 0,531 0,684 
0,390 0,531 0,684 
0,389 0,531 0,684 
0,389 0,530 0,683 
0,389 0,530 0,683 
0, 389 0,530 0,683 
0,388 0,529 0,681 
0,387 0,527 0,679 
0,386 0,526 0,677 
0,385 0,524 0,674 
nivo signifikantnosti D 
. 0,05 0,02 0,01 
12,706 31,821 63,657 
4,303 6,965 9,925 
3,182 4,541 5,841 
2,776 3,147 4,604 
2,571 3,365 4,032 
2,447 3,143 34707 
2,365 2,998 3,499 
2,306 2,896 3,355 
2,262 2,821 3,250 
2,228 2,764 3,169 
2,201 2,718 3,106 
2,179 2,681 3,055 
2,160 2,650 3,012 
2,145 2,624 2,977 
2,131 2,602 2,947 
2,120 2,583 2,921 
2,110 2,567 2,898 
2,101 2,552 2,878 
2,093 2,539 2,861 
2,086 Bype2B 2,845 
2,080 2,518 2,831 
2,074 2,508 2,819 
2,069 2,500 2,807 
2,064 2,492 2,197 
2,060 2,485 2,787 
2,056 2,479 2,719 
2,052 2,473 2,111 
2,048 2,467 2,763 
2,045 2,462 2,756 
2,042 2,451 2,750 
2,021 2,423 2,104 
2,000 2,390 2,660 
1,980 2,358 2,617 
1,960 2,326 2,576 


0,845 
0,842 


0,005 


127,32 
7,45 
5,60 
4,71 
4,32 
4,03 
3,83 


WW 
s 
O 


0,30 


1,071 
1,069 
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Tabela IX = nastavak 


Tabela IX 
Kvantili hi-kvadrat razdiobe a nivo signifikantnosti p 
dia f 0,80 0,75 0,70 0,50 0,30 0,25 0,20 
Ako F(x) označava funkciju razdiobe vjerojatnosti za hi-kvadrat razdiobu, 9 5,380 5,899 5, 393 8,343 10,656 11,389 12,242 
= , ' 10 6,179. 6,131 1,267 9,342 11,781 12,549 13,442 
tada je F(X 2) q. U prvom retku tabele nalazi se nivo signifikantnosti 11 6,989 7,584 8,148. 10,341 12,899 13,701 14,631 
Pp, au prvom stupcu broj stupnjeva slobode f. Ako je £>30 vrijednost 12 Dii je Ž ia gone TE LaS i ena . daa 
kvantila ža može se izračunati po aproksimativnoj formuli Za md Te 10188 10,821 13,339 16,222 17.117 18,151 
15 10, 307 11,036 11,721 14,339 17,322 18,245 19,311 
= SVE - u)“ 16. 1L152 11,912 12,624 15,338 18,418 19,369 20,465 
kk 17 12,002 12,792 13;531 16,338 19,511 20,489 21,615 
gdje je u. kvantil dečke normalne eia. vidi Tabelu VII. Ova 18 ko. Vadi iga des de ni sla 
aproksimacija je vrlo točna ako je £>100. ta i2'ova ia 252 16266 ek 22715 23628 e: 
slane, 21 15,445 16, 344 17,182 20,337 23,858 24,935 26,171 
nivo signifikantnosti p 22 16,;314 17,240 18,101 21,337 SEino a die 
f 0,999 0,995 [0] 0,98 O 23 11,187 18,137 19,021 22,337 26,01 s £ 
I : da : s... Mas ag 24 18,062 19,037 19,943 23,337 27.096 28,241 291553 
#d 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,003 0,0158 25 18,940 19,939 20,867 24,337 28,172 29,339 30,675 
wd ao aji < sr 33 26 19,820 20,843 21,792. 25,336 29,246 30,434. 31.795 
3 009068. 9:97 LIS 0,185. 0,216. 0,352 0,584 — 28 21,588 22,657 23,647 27,336 31,391 321620 341027 
: 0'210. 0412 07534 01752 0831 1145 T'6r6 29 22,475 23,567 24,517 28,336 32,461. 33,T11 33,139 
s : '800 250 
1,564. 1,690 2,167. 2,833 ai svima “a 
8 0,857 1344. 1,646. 2,092. 2,180. 21733. 31490 nivo signifikantnosti p : ui 
EK MEZE m ME E E Et Lo u, mom zeka ' je? 
< f : , 6 841 024 5,412 6,635 7,879 10,827 
12 29 OZ0 03 2808. 3,816. 4,515 5,578 2 4605. 30991. 198 11824. S!210 101597 131810 
1 2617 PO OMI 4178. KAO 5226. 64304 3 6,251. 1,815 9,348. 9,837 11,345 12,838 16,268 
> 2:61 29253. 4,107. 4,765. 5,009. 5,892 7,042 i 1,119 9,488. 11,143. 11,668 13,211 14,860 18,465 
ia 3483. 409 OB:860. 3,368. 5,629 6,511 7,790 5 9,236 11,070 12,832 13,388. 15,086 16,750 20,517 
16 3,942. 5,142. 5,812. 6,614. 6,908 7,962. 91312 To 12,017 14,067 16,013 16,622 18,475 20,278 24,322 
17 4,416 5,697 6,408 7,255 7,564 8, 672 10, 085 8 13,362 15,507 17,535 18, '168 20,090 21,955 26,125 
18 4,905 6,265 7,015 1,906 8,231 9,390 10,865 9 14,684. 16,819 19,023 19,579 21,666 23,589 27,871 
22 6,983 8,643 9,542 10,600 10,982 12,338 14.041 13 19,812 22,362 24,736 25,412 27,688 29,819 34,528 
23 7,529 9,260 10,196 11,293 11,488 13,091 14,848 14 21.064 23.685 26,119 26,873 29,141 31,319 36,123 
3 9803. 1r'aga 221298. 13,409 13,844 15,319 17,292 17 24,769 27,587 30,191 30,995 33,409. 35,718. 240,790 
28 10,391 12,461 13,565 14,847 15,308 16,928 18,939 19 27.204 30,144 32,852 33,687 36,191 38,582 43,820 
29 10,986 13,121 14,256 15,574 16,047... 17,708 19,768 20 : 28412 31410 341170 351020 37,566 391997 45,315 
30 11,588. 13,787 14,953 16,306 16,791 18,493 20,599 21 29,615 32,671 35,479 36,343 38,932 a dotila 
ms 81 659 40,289 42 , 
nivo signifikantnosti p : 221007 Zi E 381968 41,638 44,181 ua 
£ 0,80 0,75 0,70 0,50 0,30 0,25 0,20 a Za SDA dtfa dise zana oak. BalEno 
BE OM gde OZ 0,455. 1L0T4- 1,323. 1,642 26 O381863  ŠOIB95 o 4ls23 o 4DIOSE dsibd2  4BL290 541052 
2 0,446. 0,575 0,713._1,386._ 2,408. 21773. 31219 S = moc o Nk E RR E 
j Me omepao o ds24 o 20366. 3,665 = 4,108. 4,642 28 "916 411337 441461  45)4l9 48,278 50,993. 56,893 
mm: m: m; mo m i ME EJ REGE GR E 
, , , , 0,892 
6 3,070 3,455 31828 5,348 ZA 7,841 8,558 30 40,256 43,773 46,979 47,962 50, < , 
ž 3,822 4,255 4,671 6,346 8,383 9,037 9,803 


4,594 3,071 5,527 7,344 9,524. 10,219 11,030 


10097 
31542 
08422 
99019 
12807 


66065 
31060 
85269 
63513 
13796 


98520 
11805 
83452 
88685 
99594 


65481 
80124 
74350 
69916 
09893 


91499 
80336 
44104 
12550 
63606 


61196 
15474 
94557 
42481 
23523 


04493 
00549 
35963 
59808 
46058 


32179 
69234 
19565 
45155 
94864 


98086 
33187 
80951 
79752 
18633 


74029 
54178 
11664 
48324 
69074 


Tabela 


32533 
04805 
68953 
02529 
99970 


TATIT 
10805 
77602 
32135 
45793 


17767 
05431 
99634 
40200 
67348 


17674 
35635 
99817 
26803 
20505 


14523 
94598 
81949 
T3T42 
49329 


90446 
45266 
28573 
16213 
T83TT 


52494 
97654 
15307 
08391 
85236 


00597 
61406 
41430 
14938. 
31994 


24826 
16232 
00406 
49140 
32531 


43902 
45611 
49883 
77928 
94138 


X 


76520 13586 
64894 74296 
19645 09303 
09376 70715 
80157 36147 


34072 76850 
45571 82406 
02051 65692 
05325 47048 
03529 64778 


14905 68607 
39808 27732 
06288 98083 
86507 
87517 


17468 50950 
17727 08015 
TT402 TT214 
66252 29148 
14225 68514 


68479 27686 
26940 36858 
85157 47954 
11100 02040 
16505 34484 


26457 4TTT4 
95270 79953 
67897 54387 
97344 08721 
73208 89837 


75246 33824 
64051 88159 
26898 09354 
45427 26842 
01390 92286 


87379 25241 
20117 45204 
01758 75379 
19476 
36168 10851 


45240 28404 
41941 50949 
96382 T0TT4 
71961 28296 
98145 06571 


171551 32270 
80993 37143 
52079 84827 
31249 64710 
87637 91976 


64969 


58401; 


T26 


34673 54876 
24805 24037 
23209 02560 
38311 31165 
64032 36653 


36697 36170 
35303 42614 
74818 
57548 
34282 


40558 
68248 
70076 
67951 
08928 


16974 
22374 
00210 
87203 
56788 


83554 
34135 
26575 
12860 74697 
52563 


33729 
83848 
44431 
48767 
68935 91416 
45862 
96119 
33351 
83609 
77281 


05567 
15956 60000 
40419 21585 
43667 94543 
34888 81553 


44999 08896 
89435 48581 
20151 23387 
69861 02591 
31010 24674 


97790 17119 
05335 12969 
59381 71239 
02295 36870 
35584 04401 


51025 
63896 
35462 
19700 
44077 


07007 


Slučajni brojevi 


80959 
20636 
15953 
88676 
98951 
65813 
86799 
73053 
28468 
60935 


60970 
29405 
18475 
90364 
93785 


73039 
21115 
45521 
76621 
96297 


94750 


96644 
43651 


65394 
82396 
91190 
03071 
26252 


61962 
54692 
TT9T4 
13021 
93910 


86743 
18743 
66674 
59047 
01540 


09117 
10402 
34764 
14397 
16877 


39885 
07439 
85247 
28709 
20344 


93433 
24201 
40610 
76493 
61368 


57186 
718253 
64237 
13990 
78822 


89923 
33340 
40881 
89439 
77082 


59593 
10118 
42592 
12059 
29663 


T9335 
82391 
50024 
24892 
83647 


17151 
92423 
36806 
90033 
35456 


73407 
41994 
25298 
20539 
61427 


.58021 


19255 


21615 


39292 
00822 
35080 
04436 
12171 


11199 
23403 
18623 
83491 
35213 


50500 
52175 
68711 
29609 
23478 


40218 
14385 
96286 
94400 
54382 


37089 
42050 
22222 
28707 
07207 


42582 
33211 
92927 
25701 
05522 


65337 
23287 
90103 
78565 
70617 


85394 

97118 
84962 
20826 
05014 


35441 
37548 
94624 
00387 
77938 


80814 
36040 
88461 
15020 
01848 


74945 
91665 
33606 
27659 
76833 


29170 
09732 
88579 
25624 
88435 


73998 
67851 
TT817 
11062 
34113 


16544 
53763 
02655 
56418 
14598 


20048 
82341 
06413 
25815 
31790 


60527: 


59466 
45973 
46670 
82562 


12472 
29529 
39333 


20106 


42941 


11838 
96338 
85207 
69541 
51176 


31880 
73043 
61171 
59579 
91936 


51748 


Tabela X - nastavak 


09188 
90045 85497 
73189 50207 
715768 76490 
54016 44056 


08358 69910 
28306 03264 
53840 86233 
91751 53741 
89415 92694 


77513 03820 
19502 37174 
21818 59313 
51474 66499 
99559 68331 


33713 48007 
85274 86893 
84133 89640 
56732 .16234 
65138 56806 


20097 


02176 
96397 
40348 


38001 
37402 
97125. 
21826 41134 
73135 42742 


07638 77929 
60528 83441 
83596 35655 
10850 62746 
39820 98952 


59580 06478 
38508 07341 
30692 70668 
65443 95659 
27267 50264 


91307 06991 
68434 94688 
48908 15877 
06913 45197 
10455 16019 


12883 97343 
21778 30976 
59517 
52670 
60584 47377 


53853 41377 
21637 38736 
83080 12451 
16444 24334 
60790 18157 


43622 


32825 e 
51981 50654 

476771 26269 
20971 81749 
66281 31003 


78542 42785 
81333 10591 
81594 13628 
61613 62269 
00397 58391 


86834 29901 
69979 20288 
93278 81757 
68107 23621 
62535 24170 


93584 72869 
11303 29270 
44035 52166 
17395 96131 
87648 85261 


11111 
77586 
31417 


81719 
01304 
87083 
41143 34072 
95719 09035 


03061 18072 
07954 19814 
06958 92983 
99599 10507 
63147 


75569 78800 
23793 48763 
94688 16127 
18288 27437 
13192 72294 


19072 24210 
84473 13622 
54145 24591 
42672 18601 
14210 33712 


61184 
38807 36961 
65122 59659 
35583 16563 
07500 37992 


36066 94850 
74384 89342 
22815 
3 99073 
57178 65762 


65027 


DET 


Slučajni brojevi 


04220 86304 
94938 81997 
62290 64464 
90429 12272 
00682 27398 


13661 58873 
40510 07893 
51215 90290 
50263 90212 
12607 17646 


68414 82774 
55210 29773 
05686 73156 
94049 91345 
69777 12830 


51926 64721 
28834 34137 
73852 70091 
10123 91622 
34313 65861 


71602 92937 
56271 10086 
21815 39250 
64638 85902 
85794 74296 


96207 44156 
59175 20695 
05128 09719 
13499 06319 
64421 80814 


54486 
97022 
80091 
24041 
07417 44606 


36699 53728 
62126 98408 
35700 04754 
11883 09528 
91342 37821 


04285 
31649" 
86283 
79246 86686 
45134 26529 
58838 73859 
52623 07992 
07759 51111 


88835 
90822 
56196 
49632 


01392 
42096 
68258 


27493 .10939. 


11161 78576 


83389 87374 
91870 76150 
27124 67018 
95375 05871 
20714 53295 


04618 97553 
32604 60475 
28466 68795 
55781 76514 
48949 72306 


51908 13980 
74287 75251 
07082 85046 
42836 09191 
74819 T8142 


58303 29822 
73515 90400 
61222 60561 
85496 57560 
45875 21069 


74219 64049 
47324 62605 
15237 62047 
49139 06441 
08789 88156 


23821 99538 
05533 52139 
17433 53183 
53075 71839 
43800 09351 
23768 06156 
17719 
82067 
08337 
17985 48911 


28825 35793 
12843 82590 
83824 52692 
63011 98901 
88325 80851 


17974 15077 
02023 
13798 
34222 
26760 83637 


18601 
27585 
32552 
45819 52979 


T3331. 


64278 
68476 
41361 
93823 

07706 


31223 
2422 
17762 

83483 
94541 


72893 
65344 
31853 
08007 
43860 


93174 
71148 
62327 
81604 
85644 


65584 
40030 
15501 
03856 
64691 


04713 
61212 
92301 
06410 
31024 


04111 
95954 
05462 
96299 
97341 


28976 
09815 
54130 
14974 
43667 


90712 
08816 
16435 
26655 
41326 


96240 
03742 
51972 
54846 
"65130 


58044 
64659 
82760 
43178 
17813 


08420 
01840 
20791 
47055 
37408 


55507 


45449 
72834 


93972 
13643 
18423 
18880 
AT2TT 


49698 
37438 
29578 
54552 
19202 


66994 
06455 
50498 
19362 
73167 


08408 
49953 
69200 
90836 
30358 


66252 
93146 * 
55160 
40344 
70883 


26769 
41449 
91529 
30802 
14344 
43642 
83873 
37867, 


54759 
04860 


Tabela X — nastavak 


03991 10461 
38555 95554 
17546 73704 
32643 52861 
69572 68777 


24122 66591 
61196 30231 
30532 21704 
03788 97599 
48228 63379 


60365. 94653 
83799 42402 
32960 07405 
19322 53845 
11220 94747 


31751 57260 
88492 99382 
30934 47744 
22888 48893 
78212 16993 


41849 84547 
46352 33049 
11087 96294 
52701 08337 
57275 36898 


20857 73156 
15633 84924 
92694 48297 
77613 19019 
38688 32486 


25163 01889 
65251 07629 
36815 43625 
64397 11692 
04515 25624 


83761 60873 
14387 06345 
51321 92246 
72472 00008 
05466 55306 


39528 72484 
81616 18711 
07586 16120 
90767 04235 
40188 28193 


34414 82157 
63439 75363 
67049 09070 
79495 04146 
91704 30552 


93716 16894 
32886 59780 
92052 46215 
95819 06831 
39510 35905 


27699 06494 
92962 61773 
10274 12202 
75867 20717 
85783 47619 


35075 33949 
56623 34442 
36409 83232 
57620 52606 
07399 37408 


58980 05339 
14454 04504 
07481 83828 
27499 98748 
35902 91386 


46850 52326 
69248 93460 
14013 31792 
56303 87315 
81304 48585 


70284 24326 
90415 93614 
39904 02115 
88152 00080 
45134 63545 


70014 15021 
371239 33295 
18637 37509 
05327 82162 
95096 67946 


43253 84145 
80854 09279 
80088.77074 
80890 18002 
93128 18464 


82474 25593 
53342 44276 
82641 22820 
13574 17200 
29593 88627 


86887 55087 
44989 16822 
93399 45547 
52162 90286 
04737 21031 


T28 


Slučajni brojevi 


66083 24653 
08355 60860 
55121 29281 
00911 98936 
14060 40619 


14845 46672 
41839 55382 
39685 23309 
74416 53166 
53152 67433 


42614 29297 
34994 41374 
99385 41600 
66497 68646 
48509 23929 


15470 48355 
20094 98977 
73788 06533 
60530 45128 
44372 15486 


34677 58300 
45305 07521 
59747 67277 
16520 69676 
68652 27376 


79375 95220 
33521 26665 
59589 49067 
20554 91409 
59404 72059 


41290 67312 
05870 01119 
82444 99005 
20247 81759 
48460 85558 


60833 25983 
43529 06318 
88722 56736 
94813 31900 
74457 90561 


48545 35247 
75122 11724 
92904 13141 
69902 63742 
94972 11598 


19152 00023 
36024 00867 
94458 74284 
54158 34243 
75051 93029 


84609 58232 
29735 47762 
59076 07936 
76355 93779 
29549 69616 


61958 77100 
17267 70943 
10061 68829 
35208 33374 
35663 52972 


01918 28316 
TOOT1 14736 
11133 07586 
78138 66559 
27482 45476 


88651 22596 
74843 93413 
28597 20405 
74022 84617 
65741 14014 


T4910 64345 
61318 31855 
76503 34513 
11654 99893 
92852 55866 


01159 63267 
55823 47641 
66821 41575 
96277 48257 
43947 51680 


11857 15957 
92784 26340 
04921 73701 
45197 25332 
15191 18782 


01291 41349 
38384 74761 
66164 49431 
54155 83436 
72848 11834 


18619 13674 
74627 73707 
32392 19763 
78464 22501 
62095 36787 


12302 80783 
76378 41605 
05041 49807 
46978 35482 
47665 64382 


88618 19161 
71299 23853 
21954 58909 
80863 00514 
33564 60780 


90899 75754 
78038 70267 
55986 66485 
87539 08823 
16818 60311 


98953 73231 
09958. 18065 
15917 06253 
19640 99413 
85244 35159 


03152 19121 
22109 78508 
94205 20380 
82037 10268 
87481 37220 


19325 81549 
14413 70951 
39663 77544 
02181 68161 
88448 03584 


10622 48391 
86225 31704 
49767 04037 
50816 97616 
43852 59693 


68971 11403 
18477 65622 
14707 93997 
83745 22567 
16930 33361 


20368 07126 
41196 37480 
66919 31678 
35352 54131 
79982 68416 


18611 19241 
58319 15997 
61199 67940 
18627 90872 
00441 58997 


32624 68691 
65961 73488 
20288 34060 
59362 95938 
99782 93478 





94015 46874 
74108 88222 
62880 87873 


| 11748 12102 


17944 05600 


66067 42792 
54244 91030 
30945 57589 
69170 37403 
08345 88975 


27161 43584 
13025 14338 
80217 36292 
10875 62004 
54127 57326 


60311 42824 
49739 71484 
78626 51594 
66692 .13986 
440711 28091 


41468 85149 
94559 37529 
41615 .,70360 
50273 93113 
41396 80504 


25807 24260 
06170 97965 
60808 54444 
80940 44893 
19516 90120 


49386 54480 
06312 88940 
60942 00307 
92329 98932 
11936 63514 


38101 77756 
39641 69451 
84054 40455 
47468 03571 
43321 31370 


64281 61826 
66847 10495 
72461 33230 
21032 91050 
95362 67011 


49712 97380 


58275 61764 
89514 11788 
15472 50669 
12120 86124 


Tabela X - nastavak 


32444. 48277 
88570 74015 
95160 59221 
80580 41867 
60478 03343 


95043 52680 
45541 70818 
31132 57260 
86995 90307 
35841 85771 


85301 88977 
54066 15243 
98525 24339 
90391 61105 
26629 19087 


37301 42678 
92003 98086 
16453 94614 
99837 00582 
07362 97703 


49554 17994 
49678 53119 
64114 58660 
41794 86861 
90670 08289 


71529 78920 
88302 98041 
74412 81105 
10408 36222 
46759 71643 


23604 23554 
15995 69321 
11897 92674 
78284 46347 
31384 51924 


11657 13897 
91339 22502 
99396 63680 
51649 63266 
28977 23896 


18555 649317 
32350 02985 
21529 53424 
13058 16218 
06651 16136 


10404 55452 
97586 54716 
68224 23417 
48139 36732 
51247 44302 


T29 


Slučajni brojevi 


59820 96163 
25704 91035 
22304 90314 
17710 59621 
25852 58905 


46780 56487 
59849 96169 
47610 07654 
94304 71803 
08105 59987 


29490 69714 
47724 66733 
24432 24896 
57411 06368 
24472 88779 


45990. 43242 
76668 73209 
39014 97066 
81232 44987 
76447 42537 


14924 39650 
70312 05682 
90850 64618 
24781 89683 
40902 05069 


72682 07385 
21443 41808 
01176 28838 
80582 71944 
13177.55292 


21785 41101 
47458 64809 
40405 68032 
71209 92061 
85561 29671 


95889 57067 
92613 89719 
67667 60631 
24700 71594 
76479 68562 


13173 33365 
86716 38746 
92581 02262 
12470 56500 
01016 00857 


34030 60726 
50259 46345 
13959 76145 
46874 .31088 
60883 52109 


64654 25843 
01755 14750 
12877 17334 
06554 07850 
57216 39618 


09971 59481 
61459 21647 
46376 25366 
26825 05511 
87112 21476 


73035 41207 
47431 43905 
43211 58874 
53856 30743 
30540 27886 


17374 52003 
59202 11973 
83012 09832 
09504 96412 
98524 97831 


95294 005595 
66986 34099 
80620 51790 
55411 85667 
95083 06783 


90726 57166 
68984 83620 
36421 16489 
92638 40333 
21036 82808 


91178 10174 
98189 81851 
96717 54244 
39448 93136 
58137 17820 


47648 13885 
11947 56203 
69181 96845 
14004 23153 
62342 07589 


78851 16499 
26313 71463 
78438 66276 
15292 76139 
55018 56374 


75211 10271 
87195 46092 
30342 40277 
73465 09819 
21437 36786 


41145 42820 
48968 38603 
39283 04149 
73950 79552 
49856 99325 


37006 22186 
87417 17198 
94746 49580 
12459 91314 
14713 T1181 


74699 09310 
31048 56699 
11466 16082 
08670 84741 
61732 75454 


70707 TOZ14 


02902 33250 .' 


25511 11628 
90193 79568 
657104 09514 


70481 06905 
TAA TA 20740 
11436 38072 
11535 99892 
28102 57816 


98884 08583 
89747 98882 
18059 51061 
67054 16067 
71501 97421 


29420 90438 
29651 84215 
10701 41393 
25722 08564 
22151 36518 


70669 93406 
19324 20504 
38525 11600 
69249 05741 
08899 05985 


87064 13075 
55381 72681 
18396 73538 
59526 52113 
35824 71708 


36633 68424 
26187 60939 
11049 72049 
58869 35220 
49226 11837. 


Tabela X - nastavak 


19612 
39141 
64756 
92901 
03551 


98884 
27369 
59066 
91647 
83605 


24895 
35720 
14141 
27416 
82071 


21445 
72513 
71479 
83210 
68749 


05184 
13651 
00566 
50958 
57621 


09282 
23394 
05280 
95491 
18521 


3 
719782 
35331 


05249 
56463 
96296 
98380 
52567 


78493 
49553 
32151 
11314 
12364 


78430 
77400 
80457 
51878 
90070 


66209 
86882 
715974 
93783 
92419 


88530 
26556 
53410 
75670 
07429 


82793 
76400 
45027 
51466 
95148 


15763 


11661 
28000 
08747 
56441 
09483 


06830 


94770 
64238 
12836 
22998 
94050 


53656 
07541 
20483 
49022 
07772 


35439 


99236 
89537 
10252 
21199 
50241 


T30 


Slučajni brojevi 


77603 
13258 
03459 
29718 
45938 


14663 
53633 
43514 
98588 
71568 


46758 
73750 
57256 
93119 
40744 


14199 
62308 
13780 
26743 
96750 


05313 
47511 
25072 
60329 
38527 


35428 
94919 
15092 
82639 
90325 


15704 
47351 
41690 
46148 
33928 


61781 
30570 
00042 
81077 
90960 


14738 
19056 
15814 
62448 
80395 


43286 
08703 
73100 
49416 
90785 


65669 
711794 
50678 
38447 
18135 


56346 
70863 
37481 
09495 
75673 


T04T2 
85788 
61342 
56077 
56974 


76268 
98481 
13632 
05306 
09024 


33439 
58483 
29519 
959575 
09037 


43561 
26846 
19510 
54624 
50785 


20840 
40338 
67328 
14258 
01817 


48898 
90194 
83229 
31543 
41849 


86667 
13939 
85986 
46385 
81114 


91064 
91041 
88618 
83534 
97889 


86868 
31340 
03274 
06453 
36908 


71430 
03748 
58278 
49829 
35185 


70207 
34264 
72709 
06886 
23336 


70883 
29744 
52308 
21706 
94538 


14908 
87342 
52548 
71586 
64756 


69799 
02555 
18094 
72434 
54034 


86583 
23437 
54814 
29236 
07396 


92527 
18329 
10333 
95216 
93865 


43708 
46062 
TLITI 
42175 
54358 


99969 
T13e) 
23891 
19187 
81399 


12665 
26256 
43423 
25311 
43321 


04909 
12822 
26967 
59068 
89759 


92675 
01703 
75318 
18244 
88821 


68002 
33155 
17762 
70001 
91143 


08830 
78818 
54091 
63417 
03324 


63314 
74410 
16613 
92606 
66251 


83944 
24065 
ITI 
12152 
89215 


21283 
06999. 
36158 
64855 
44608 


66354 
21647 
15102 
88350 
64578 


95144 
81079 
87418 
08059 
58130 


30012 
66453 
66677 
07565 
11073 


19818 
19360 
49325 
38831 
44901 


91623 
46833 
90379 
92344 
33841 


03829 
33141 
88874 
99439 
96693 


60096 
07855 
21282 
35947 
04986 


12991 


94915 
718234 
23191 
35714 


52456 
08455 
10057 
05088 
30722 


88581 
26857 
65617 
13658 
93176 


93692 
66146 
28992 
46182 
47269 


64424 


93516 
48199 
50001 
74693 
14692 


13166 
95356 
42332 
65825 
22102 


60098 
19238 
94834 
51081 
34851 


25527 
63210 
63165 
49126 
15747 


TT 
93686 
20268 
02110 
05614 
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